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  The environment -  Luttinger  Liquid  
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Local Scattering Center in a Luttinger  Liquid  

•! A	local	impurity		
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Quantum dot  + Luttinger  Liquid   
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				Interplay	between	tunneling	and	interac1on	



Quantum dot + Luttinger  Liquid   

Experimental	realiza>on:	Embedded	dot	
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Outline  
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Local scattering in LL: The Kane-Fisher model     
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 The RG flow  (Kane and Fisher Ô92)     
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 The  Bethe Ansatz - I     
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 The  Bethe Ansatz - II      
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 The  Bethe Ansatz - III      
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 The  Bethe Ansatz - IV     
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 The  Bethe Ansatz - V     
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 The  Bethe Ansatz - VI     
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 The  Bethe Ansatz - VII      
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 Periodic boundary conditions and spectrum 
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1 ! ig
1 + ig

?&(4)H8%++&'=)@3835"("8)

)!%)78&'=)%,8)@8%76"5)&'(%)(4")QMX)*%85)

R(u ! 0) = W ij R(u ! " ) = Sij

i.)We	need	to	find		R-matrix		such	that:	

ii.)We	need	to	find																	(boundary)	matrices		such	that:	K ± (u)
K ! (u) ! S10

K + (u) H4%+"')(%)&5@%+")YA)))))))))))))))))



 Periodic boundary conditions and spectrum 

-)M'(8%-,H")reflec1on	(or	boundary)	matrices		K ± (u) E1)b")k"=3)3'-)`1)\%'P36"P)2,&P)BVW)

c = log
!
(1 ! U2/ 4)/U

"K ! (u) =
!

2i cosh (c + ! / 2) coshu sinh(2u)
sinh(2u) 2i cosh (c + ! / 2) coshu

"
.

K + (u) =
!

2 sinh (! ! ) cosh (u + " ) ! sinh (2u + 2 " )
! sinh (2u + 2 " ) 2 sinh (! ! ) cosh (u + " )

"
?&(4:)))))))))))))))))))))))))))))))))))))))))))))))))))
3'-)))))3')&'4%5%="'"&(9)@3835"("8)))!

! 0(u) = CK + (u)R 01(u + ! / 2) . . . R 0N (u + ! / 2)K ! (u)R 0N (u ! ! / 2) . . . R 01(u ! ! / 2)

-)M'(8%-,H"))Monodromy	matrix				c+&5&638)(%)XXZ)?&(4)(?%)7%,'-38&"+d))

C =
! ! e! !

sinh" sinh 3"
2

SF)3,#&6&389)+@3H"L))3'-)

-)b"G'") Transfer	matrix	 t(u) = Tr 0 ! (u)
[t(u), t(v)] = 0

!83'+*"8)53(8&#)+3I+G"+:)

XN693'&')Bii)

K ! (u) ! S10 u = ! / 2 ! "(4"'))))))))))))))))))))))))))3+)))))))))))))))))))))))))))))))))8"@8%-,H"+))&5@,8&(9)+H3R"8&'=)

K + (u) H3')7"),+"-)(%)&5@%+")(?&+("-)7%,'-389)H%'-&I%'+)

Z = lim
! !"

t(! / 2)-	A63&5:)



 Periodic boundary conditions and spectrum 

F)To	diagonalize																																																					,+")=>?@)

! (! / 2) = ! 4i " ei ! sinh (! ! 2i#) cosh (c) cosh2 (! / 2)
sinh (! ! i#) sinh !

N!

j

sinh (! / 2 ! µj + i#)
sinh (! / 2 + µj ! i#)

*%8)))))"O"')N

We	find	-	Eigenvalues:	

?&(4)@3835"("8+))))))))))))))))))))))))))))))))))+3I+*9&'=)))(4")Y`.:)))))))))))))){ µj , j = 1 ...N }

!
cosh

"
i (N + 1) ! + c + i " / 2 ! #/ 2 + 2

# N
j =1 µj

$
! 1

%
sinh (2µj ! i ! ) sinh (2µj ! 2i ! )

2i cosh (µj + c + #/ 2 ! i ! )2 sinh (µj ! # ! i ! )

=
N&

l =1

sinh (µj + µl ! i ! ) sinh (µj + µl ! 2i ! )
sinh (µj + #/ 2 ! i ! ) sinh (µj ! #/ 2 ! i ! )

µj != µk , µk + i !)+"6"HI%')8,6":)

a1)U3'=L)U1F;1)a3'=L)l1)A3%L)3'-)_1)X4&)BCm)

l1)A3%L)U1F;1)a3'=L)_1)X4&L)3'-)a1)U3'=)BCW)

coff	diagonal	Bethe	Ansatzd)

n'6&N")QMXL)ODBA)-%"+)'%()8">,&8")8"*"8"'H")+(3(")

Z (u) = t(u = ! / 2)



 The BAE     

e! ikL = lim
! "#

! (! / 2)2"H366)

F)!%)(3N")(4")6&5&())&'(8%-,H")(?%)+"(+)%*)Y"(4")@3835"("8+:){ ! j , " j }

µj =
! ! j ! N/ 2 + i " / 2 ! #/ 2 if j >

N
2

.

! j + i " / 2 + #/ 2 if j !
N
2

e! ikL = !
1
!

N/ 2!

j

sinh (" j ! i #/ 2)
sinh ($j + i#/ 2)

e! ! j + " j + i #

F)U")G'-)&')(4")6&5&(:)

sinhN (! j + i " / 2) =
2i cosh (c ! ! j ! i " / 2)

e! j ! c+ i " / 2
e2

!
k # k

N/ 2!

k

sinh (! j ! #k ) sinh (! j ! #k + i " )

sinhN (! j ! i " / 2) = ! e! 2! j ! i " +2 ce2
!

k (2 ! k ! #k )
N/ 2!

k

sinh (! j ! #k ) sinh (! j ! #k ! i " )

?&(4)(4")@3835"("8+)+3I+*9&'=)(4")Y`.)

j%(":)U")"57"--"-)%,8)@8%76"5)&')3)7%,'-389)
@8%76"51)The	limit	restores	the	impurity	nature.			



 The Luttinger  limit  (impurity decoupled)     

)A4"HN:)&')(4")6&5&())))))))))))))c&1"1))))))))))))))))))d))'""-)(%)8"@8%-,H")(4")A"B*$%&(4+C"+5(+@"H(8,5)U ! 0

Y`.)&5@69:))))))))))))))))))))))))))))
'35"69)@3&8+L)

! j = " j or ! j = " j + i#
µj + N/ 2 = ! µj + i ! or µj + N/ 2 = ! µj + 2 i ! µj , j  N/2

)!3N"))))))@3&8+)))))))))))))))))))))))))))))))))))))))))))))))3'-))))))))))))))))))@3&8+)))))M µj+ N/2 = ! µj + i� N/ 2 ! M µj+N/2 = ! µj + 2 i�
L)

)F)!4")63R"8)-"H%,@6")&')(4")6&5&()3'-)?")G'-:)

e! ikL = eMi�
MY

j=1

sinh (�j � i�/2)

sinh (�j + i�/2)

sinhN (! j ! i " / 2)

sinhN (! j + i " / 2)
= ei (N ! 2M )!

MY

k "= j

sinh (! j ! ! k ! i " )
sinh (! j ! ! k + i " )

.

E =
2!
L

N!

k

nk !
2!
L

M!

j

I j !
2M (N ! M )

L
"

`'-)?")%7(3&')(4") Lu3nger)+@"H(8,5))

nk I j?&(4)))))))))3'-))))))))7"&'=)(4")H438=")3'-)H4&836&(9)>,3'(,5)',57"8+)

XXZ-like	equa>ons,		
chirality		analogous	to	spin	
-	but	different	dynamics	

),'-"("85&'"-)

c ! "



 The Luttinger  limit and the string hypothesis 
•! !4")))))))))+%6,I%'+)&')(4");,<'="8 )6&5&(L))))))))))))))))))))))))):){�j }

-)JJK)&+)3)?"66)+(,-&"-)@8%76"5:))(4"))+%6,I%'+)*366)&'(%)strings	

)0%8)+&5@6&H&(9)H4%%+"))))))))))))))))))))))))?&(4))))|! | = " / # ! > 2

j = 1 , . . . , ! ! 1

i.		U")43O")@%+&IO")@38&(9)jF+(8&'=))+%6,I%'+))cH"'("8"-)38%,'-)P"8%d:))))))))))))))

ii.	U")43O"))'"=3IO")@38&(9)+(8&'=+)H"'("8"-)38%,'-)))))))))))))3'-)*%8)%,8)H4%&H")
%'69)CF+(8&'=+)366%?"-:)

! ( j,l ) = ! j + i (j + 1 ! 2l)" / 2

i ! / 2
! ⌫
↵ + i " / 2.

•! )U4"')(4")&5@,8&(9)&+)H%,@6"-L)*%8)638=")7,()G'&("))))))c&1"1))))))))))))))))dL)(4")
H%88"HI%'+)38")%*)%8-"8))))))))))1))X%)3++,5")(4")+(8&'=)49@%(4"+&+L)

c U ! 1
1/N

Im{ ! ( j,l ) } = Im { " ( j,l ) } = (2 j + 1 ! l)#/ 2

Im{ ! j } = Im { " j } = #/2

�� real

Im{�j � ⌫j } = �

Bulk	
excita>ons	

c ! "



 Thermodynamics I 

•! A%'+(8,HI'=)08"").'"8=9))))))))))))))))))))))))))))))))?&(4))))))))))))))))))))))))))))))))))))))))))))))))))))
3'-)a3'=Fa3'=)"'(8%@9L)))))))))))))))))))))))))))))))))))

F = E � TS

S =

!

j

" #
(! j + ! h

j ) log (! j + ! h
j ) ! ! j log (! j ) ! ! h

j log (! h
j )

$

/&'&5&P")?181(1)-"'+&I"+)+%6,I%')%*)(4")Y`.)(%)%7(3&')(4")!Y`)">'+ :)

log ⌘

j

(x) = ��

j,1
2D

T

arctan e

⇡x

+G ⇤ log (1 + ⌘

j+1(x))(1 + ⌘

j�1(x)) + �

j,⌫�2G ⇤ log (1 + ⌘

�1
⌫

(x))

log ⌘⌫�1(x) = G ⇤ log (1 + ⌘⌫�2(x)) = � log ⌘⌫(x)

U&(4))))))))))))))))))))))))))))))))))))))))))3'-))))))))))))))))))))))))))))))))))))))1)!4")-"'+&(9)))))))))))))))@639+)
))
(4")8%6")%*)(4")H,(F%g))+&'H")?")+"()))))))

⌘j(x) = ⇢

h
j (x)/⇢j(x) G(x) =

1

2 cosh⇡x

D =
N

L

kF = 0

•! Scaling	limit:		8"5%O")H,(F%g)-"@"'-"'H")))))))))))))))))))D ! 1 RL

D));&'"38&P"-)(4")+@"H(8,5)F)O36&-)3+)6%'=)3+)

Band	
width	

T, p... ⌧ D

kF! kF
D

T
2"=&%')%*)O36&-&(9)

|! | = " / # ! > 2

0%8)H%'O"'&"'H")

E{⇢j} =
X

j

Z
dk ⇢j(k)k



 Thermodynamics II 

•! Scaling	limit:		8"5%O")H,(F%g)-"@"'-"'H")))))))))))))))))))))?&(4%,())H43'=&'=)(4")@49+&H+))))))D ! 1

TKF = De! c/ "

'j(x) =
1

T

log

�
⌘j(x+

1

⇡

log

T

D

)

�
b"G'":)

•! !4"),'&O"8+36)*%85)%*)(4")!Y`:)

�2D

T

arctan exp⇡(x+

1

⇡

log

T

D

) ' �2e

⇡x

'

j

(x) = ��

j,12e
⇡x

+G ⇤ log (1 + e

'j�1(x)
)(1 + e

'j+1(x)
), j < ⌫ � 2

'

⌫�2(x) = G ⇤ log(1 + e

'⌫�1(x)
)(1 + e

'⌫�3(x)
)(1 + e

�'⌫(x)
)

'

⌫�1(x) = G ⇤ log (1 + e

'⌫�2(x)
) = �'

⌫

(x)

•! !4")*8"")"'"8=9))))))))))))))))))))))))))))))))))))H%'+&+(+)%*:)F = FLL + F i

F

LL
= E0 � TN

Z
G(x) log (1 + exp'1(x)) !4")7,6N)H%'(8&7,I%')

!4")&5@,8&(9)H%'(8&7,I%')F

i

= �T

Z
dxG(x+

1

⇡

log

T

T

KF

) log (1 + e

'⌫�1(x)
)

`@@8%#&53(")-8&O&'=)("85)

•! `)+H36")"5"8="+:)

|! | = " / #

! > 2



Thermodynamics Ð RG and universality     

•! !4")-9'35&H3669)="'"83("-)+H36":)

TKF = De! c/ " = D
!

U
1 ! U2/ 4

" !
2 arctan g

2\)Z%?:)
*%8)
8"@,6+&O")
&'("83HI%'))

3+)
Wire	is	cut	in	IR		
Kane-Fisher	‘92	

RL•! !?%)">,&O36"'())63'=,3="+:)

D

1.  Universality:))M'H8"3+")73'-)?&-(4)))))))))))))))))))))))))))
FF);&'"38&P"-)(4")+@"H(8,5L)O36&-)3+)6%'=)3+L)

Band	
width	

T, p... ⌧ DTKF

D
T

kF! kF

2"=&%')%*)O36&-&(9)

F)E&=4)3'-)6%?)("5@"83(,8")8"=&5"+)-"G'"-)?181())))))))))L))36?39+))+5366)H%5@38"-)(%)))TKF D
F).>,&O36"'(69))+"'-))))))))))))))))4%6-&'=))))))))))L)(4"')366)8"+,6(+),'&O"8+361))D ! 1 TKF

]1)Renormaliza1on	Group:))2"-,H")73'-)?&-(4)?4&6")3-o,+I'=)(4")H%,@6&'=)))))))+%)(43()
(4")(4")6%?)"'"8=9)@49+&H+)8"53&'+)&'O38&3'(L)i.e.		4%6-&'=											G#"-1)

U
TKF

c = log
!
(1 ! U2/ 4)/U

"
2"H366:)

U (D) ⇠ (TKF /D)
2 arctan g

! ! " D ! 0



 Thermodynamics and RG fixed points 

•! The		impurity	free	energy	-		4&=4)3'-)6%?)("5@"83(,8")7"43O&%8)

j""-)(%)+%6O")!Y`)">'+ )*%8)))))))))))))))))))))))))H%88"+@%'-&'=))(%)))))))))))))))))))1))))))))))))))))))))))))))))))))))))))))x ! ±1

�!
j = (j + 1)2 � 1, �!

⌫! 1 = ⌫ � 1 = 1/ �!
⌫

e'j (± ! ) = �±b"'%I'=:)))))))))))))))))))))))))))))))))))))?")G'-:)

)08"")"'"8=9))3()+(8%'=)cIR)))))))))))))d)3'-)?"3N)cUV		)))))))))))))d))H%,@6&'=)6&5&(+)T ! 0 T ! 1

Si
UV � Si

IR =

1

2

log

⌫

⌫ � 1

).'(8%@9)-"H8"3+"+)3+)+9+("5)Z%?+)(%)IR	 K35%6%-H4&N%OL)`p"HN);,-?&=L)X36",8))

Flow of U(D) as D ! 0

U (D0)

nk)G#"-)
@%&'()

U"3N)
H%,@6&'=)

M2)G#"-)
@%&'()

X(8%'=)
H%,@6&'=)

Si
UV = log ! Si

IR = log( ! ! 1)

T ! 0T ! 1

A%'-,H(3'H")%*)3);;)?&8")
c?&(4%,()&5@,8&(9d))GUV

0 = ((! ! 1)/! )e2/h GIR
0 = 0 !4")?&8")&+)H,())79)&5@,8&(9)

!4")
fixed	
points	

•! 	The	fixed	points:	

! +
j = j 2 � 1, ! +

⌫! 1 = " � 2 = 1/ ! +
⌫

G(x +
1
!

log
T

TKF
)

T ! 0, "

Recall		kernel:	

F i
UV =

T
2

log (! ), F i
IR =

T
2

log (! ! 1)



 Thermodynamics and transport 

)!4")H%88"HI%'+)(%)(4")3+95@(%IH)O36,"+)))))H*1)))de	Sa	and	Tsvelik		’95		for		XXZ	)

Specific	heat:																																																	)L)

Conductance:																																																	)

Affleck	and	Ludwig)BV])

k3'&+4"+)&')IR		K&F	‘92		

G(T ⌧ TKF ) ⇠ (T/TKF )
2

⌫�1

C(T ⌧ TKF ) ⇠ (T/TKF )
2

⌫�1 C(T � TKF ) ⇠ (TKF /T )
2
⌫

-	UV	fixed	point	conductance	G0 = ((⌫ � 1)/⌫)e2/h

Flow of U(D) as D ! 0U (D0)

nk)G#"-)
@%&'()

U"3N)
H%,@6&'=)

M2)G#"-)
@%&'()

X(8%'=)
H%,@6&'=)

j%?)+(,-9)'"&=47%84%%-)%*)G#"-)@%&'(+)

Neighborhood	of	
strong	coupling	

Neighborhood	of	
weak	coupling	

T ⇠ 0T ! TKF

F))X35")&88"6"O3'()%@"83(%8)H%'(8%6+)H%'-,H(3'H")

F);"3-&'=)&88"6"O3'()%@"83(%8+)-"("85&'")approach)(%)G#"-)@%&'(+)

G(T ! TKF ) " G0 # (TKF /T )
2
⌫

`@@8%3H4)(%)
fixed	points	



 Excitation Spectrum and Scattering 

Naj (x) + bj (x) = ⇢j (x) + ⇢

h
j (x) +

⌫!

k

Ajk ! ⇢k (x)

•! Ground	state	configura>onF)))+%6,I%')%*))Y`.:)

?&(4)'%)4%6"+)%8)+(8&'=+))! h
1 (x) = ! j (x) = 0 , j > 1

•! 	Fundamental	excita>ons-	)chiron:		3)4%6")3())))))))&')(4")-&+(8&7,I%'))xh

! = 2D arctan e! x h

Sc,i (! ) = ei ! c,i ( 1
! log ( ! /T KF ))

M()+H3R"8+)%g)(4")&5@,8&(9L))cXF53(8&#)%7(3&'"-)79)+(,-9&'=)Cq;)H%88"HI%'+)(%)5%5"'(,5d)

! c,i (x) =
!

d!
8" i !

tanh ( ! / 2)
sinh ((" / # ! 1)! / 2)

ei ! x?&(4)

		)chiron-chiron	+H3R"8&'=)))

Sc,c (! 1, ! 2) = ei ! c,c ( ! 1 ! ! 2 ) ! c,c (x) =
!

d!
4" i !

sinh ((" / # ! 2)! / 2)ei ! x

cosh (! / 2) sinh ((" / # ! 1)! / 2)
?&(4)

•! Other	approach:	Y%+%'&P3I%')	3'-)8"63I%')(%)Y%,'-389)X&'"F\%8-%')
Zamolodchikov		’93		Saleur	‘94			

Solitons,	an1-solitons	and	breathers	@%+(,63("-)?&(4)(4"&8))%'F+4"66))XF53(8&H"+)

! 1



 Quantum dot at the edge  Ð the Bethe Ansatz 

H = HLL +
t
2

(( !  
+ (0) ! !  

! (0))d + h.c) + "0d  d +
U
2

d  d
!

! = ±

!  
! (0)! ! (0)

?4"8")35@6&(,-"+)38")8"63("-)79:)))

S12 =
k1 + k2 � 2✏̄0 � iU

0

2 (k1 � k2)

k1 + k2 � 2✏̄0 + iU
0

2 (k1 � k2)

arctan (U !/2) = arctan (U/2)� arctan (g) ✏̄0 = ✏0 ! ! U!/ 2

e�ikjL = ei(N�1)! kj ! ! 0 ! i !
kj ! ! 0 + i !

N!

l

kj + kl ! 2!̄ 0 ! i U
!

2 (kj ! kl)

kj + kl ! 2!̄ 0 + i U
!

2 (kj ! kl)
.

)X%6O"))*%8))))))))
3'-)G66)*8%5)
H,(F%g)))))))))))
,@?38-+L)3+)
-"("85&'"-)79)
5&'&5&P&'=).))))))))))))))))

kj

! D

0

! D

?&(4))))))))))))))))))))))))))))))))))))))))))))))3'-)

M5@%+&'=)@"8&%-&H)7%,'-389)H%'-&I%'+)6"3-+)(%)Y`.:))

!4")?3O")*,'HI%'+)H%'+&+()%*)@38(+)?&(4)(4")-%()%HH,@&"-)%8),'%HH,@&"-L)
(4")63R"8)(3N"+)(4")Y"(4")`'+3(P)*%85:) |!k! =

!

Q

"
AQ " (!xQ )e

! N
j kjx j

N#

j =1

# †(xj )|0!

S10 =
k1 � ✏0 � i�

k1 � ✏0 + i�

� = t2/2
?4"8")

 �(0) = � +(0)
Y%,'-389)H%'-&I%')3()(4")"-=")

For K = 1 we have HLL ! H0 2"+%'3'H")6"O"6)5%-"6L))0&69%O)3'-) U&"=53'' )BiC)



 The quantum dot  Ð the Bethe Ansatz 

kj = Dex j + ø✏0

e

�iDexjL
= e

i(N�1)�+i✏̄0L
cosh

1
2 (xj � c+ i�)

cosh

1
2 (xj � c� i�)

NY

l

sinh

1
2 (xj � xl � 2i�)

sinh

1
2 (xj � xl + 2i�)

ec = �
�

D

� =
⇡

2

✓
2� 1

K

◆
+ arctan (

U

2
)

M()&+)H%'O"'&"'()(%)8"?8&(")&')("85+)%*)83@&-&I"+)

!4")Y`.)(3N")(4")*%85)

?&(4)

� = 1/
p

1 + (U 0/2)2

j""-)+%6O")*%8)))))))))H%5@,(")(4")"'"8=9))))))))))))))))))))))3'-)&-"'I*9)(4")=8%,'-)+(3("L)
(4")"#H&(3I%'+L)H%5@,(")(4")*8"")"'"8=9)

kj E =
X

j

kj

IR	catastrophe	index	 2"H366:)

K > 1/2



 The quantum dot  Ð the Bethe Ansatz 

!4") 83@&-&I"+))*%85)+(8&'=+:)

⇡
⌫ ! 1

⌫
< � " ⇡

⌫

⌫ + 10%8)))))))))))))))))))))))))))))))))))))))))))?")43O"))))))))))))))))))))))))))))))))))))))))))))))))))))))))))))))))?&(4)
x

l = x+ i(⇡ ��)(n� 1� 2l) 0  n  ⌫
⇡

⌫ + 1
 � <

⇡

⌫0%8)))))))))))))))))))))))))))))))))))))))))))?")43O")))))))))))))))))))))))))))))))))))))))))))))))))))))))))))))))))?&(4)
x

l = x+ i⇡ + i�(n� 1� 2l) 0  n  ⌫

A63&5:))0%8)))))))))))))))))))))))))(4")=8%,'-)+(3(")H%'+&+(+)%*)CF+(8&'=+)� > ⇡/3

0%8)))))))))))))))))))))))))))))))))))))))(4")=8%,'-))+(3(")H%'+&+(+)%*)CF)3'-)]F+(8&'=+)))))))))))))))))))))))))))))))))))))))))))))))))))))))))⇡/3 > � � ⇡/4

`'-)+%)%')



 The quantum dot  Ð the  occupation 

T=S))@8%@"8I"+:)))!4")-%()%HH,@3I%')))nd = !d†d"
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 Bethe Ansatz eqns in the thrmodynamic limit  

•! Thermodynamic	limit																					)))))))))))))))))))))))))))))))))))))))))))))))))))))))))))))))))))))))))))))))))))))
M'(8%-,H")+(8&'=)3'-)+(8&'=F4%6")-"'+&I"+:))))))))))))))))))))))))))))+3I+*9&'=)(4")H%'I',%,+)Y`.:)⇢j (x), ⇢

h
j (x)

Na⌫(x) + b⌫(x) = �! ⌫(x)� ! h
⌫ (x) +

⌫!

k

A⌫k ⇤ ! k(x)

Naj (x) + bj (x) = ⇢j (x) + ⇢

h
j (x) +

⌫!

k

Ajk ! ⇢k (x)

aj(x) =
1

2⇡

d

dx

p(x, nj , vj)

Ajk(x) =
1

2⇡
d

dx
⇥jk(x)

bj (x) = !
1

4!
d

dx
p(x ! c/ " , nj , ! vj )

p(x, n j , vj ) = 2vj arctan ((cot nj ! / 2)vj
tanh ! x)

! jk (x) = p(x, |nj ! nk |, vj vk ) + p(x, n j + nk , vj vk ) + 2
!

q

p(x, |nj ! nk | + 2q, vj vk )

?4"8")

3'-))))))-"'%("+))(4")@38&(9)%*)+(8&'=)))))1)))vj j

•! !4")H%88"+@%'-&'=)"'"8=9)&+:)

.>'+ )+&5&638)(%)`_/L))
)
7,()&5@,8&(9))3@@"38+))
?&(4)%@@%+&(")@38&(9)r)
M()5&#"+));)s)2)

E{ ! j } = !
!!

j =1

D
"

! j (x) (p(x, n j , vj ) + " (vj )#)

N, L ! " , D = N/L Þxed

!+O"6&NFU&"=53'')BiD)



 Conventions  

! / " = 1 ! 1/K = 1 / # = (2 / " ) arctan g


