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1 Newman-Penrose(NP)方方方程程程简简简介介介

1.1 NP形形形式式式基基基础础础
给定时空中的正交标架：{e0, e1, e2, e3}，可以定义复类光标架为

l :=
1√
2
(e0 + e3), n :=

1√
2
(e0 − e3), m :=

1√
2
(e1 +

√
−1e2), m̄ :=

1√
2
(e1 −

√
−1e2) (1)

称为NP复复复类类类光光光标标标架架架，满足

g(l, l) = g(n, n) = g(m,m) = g(l,m) = g(n,m) = 0,

g(l, n) = −1, g(m, m̄) = 1 (2)

定义NP复复复联联联络络络系系系数数数为

ma∇la na∇la m̄a∇ma m̄a∇na

D −κ −(ε+ ε̄) ε− ε̄ π
∆ −τ −(γ + γ̄) γ − γ̄ ν
δ −σ −(ᾱ+ β) (α− β̄) µ
δ̄ −ρ −(α+ β̄) α− β̄ λ

(3)

由黎曼曲率张量的分解公式：

Rabcd = Cabcd + Eabcd +Gabcd, (4)

Eabcd =
1

2
(gacSbd + gbdSac − gadSbc − gbcSad)

Sab = Rab −
1

4
Rgab

Gacd =
R

12
(gacgbd − gadgbc)

定义黎曼曲率张量的各独立分量为

Ψ0 := Cabcdl
amblamd, Ψ1 := Cabcdl

anblcmd, Ψ2 :=
1

2
Cabcdl

anb(lcnd −mcm̄d)

Ψ3 := Cabcdn
albncm̄d, Ψ4 := Cabcdn

am̄bncm̄d

Φ00 :=
1

2
Sabl

alb, Ψ01 :=
1

2
Sabl

amb, Ψ02 :=
1

2
Sabm

amb,

Ψ11 :=
1

4
Sab(l

anb +mam̄b), Ψ12 :=
1

2
Sabn

amb, Ψ22 :=
1

2
Sabn

anb

Λ :=
R

24
(5)

考虑如下三组方程：
1. 无挠条件：[Eµ, Eν ] = Ea

µ∇aE
b
ν − Ea

ν∇aE
b
µ，其中Ea

µ代表NP复类光标架
中各个向量。

2. Cartan结构方程：dω + ω ∧ ω = Ω
3. Bianchi恒等式：∇[fRab]cd = 0
定义导数算子：D := la∇a，∆ := na∇a，δ := ma∇a，δ̄ := m̄a∇a。取上述

各张量方程的全体独立类光标架分量，得到NP方方方程程程组组组，具体方程形式见[1]。
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1.2 Weyl曲曲曲率率率的的的Petrov分分分类类类
考虑Weyl曲率的对称性，我们可以把Weyl曲率Cabcb看成Λ2空间上的零迹对称
矩阵，对于一个对称矩阵，我们总可以求它的特征根。可以证明，Weyl曲率与
特征根相对应的特征向量总可以写成l ∧ v，其中l为一个类光向量，v是一个与l
垂直的空间向量，v实际只有两维。这样的类光向量称为Weyl曲率的特征类光
向量。可以证明，在任意时空点，Weyl曲率都有4个特征根（可重）。则特征
类根无非以下几种可能性：

1. 全部4个特征根彼此不重，称为Petrov I 型型型。
2. 4个特征根中，有一个是2重的，称为Petrov II 型型型。
3. 4个特征根两两相重，称为Petrov D 型型型
4. 4个特征根有一个是3重的，称为Petrov III 型型型
5。4个特征根全部重复，称为Petrov N 型型型
6。4个特征根均为零，即Weyl曲率为零，称为Petrov O 型型型
以上Petrov I 型也称为代代代数数数一一一般般般，其余5类统称为代代代数数数特特特殊殊殊

定定定理理理：（Petrov类的判定）见附图[1]

2 渐渐渐近近近平平平坦坦坦时时时空空空的的的定定定义义义

定定定义义义：（[2],[3],[4],[5]）
设(M, gab)为Einstein方程的解，若(M, gab)称为类光和类空方向为渐渐渐近近近平平平

坦坦坦，如果其满足如下要求：
1. 存在洛伦兹流形(M̃, g̃ab)，M ⊂ M̃ 是开集；
2. 存在点i0 ∈ M̃，使得∂M = i0 ∪ ∂(J+(i0)) ∪ ∂(J−(i0))；
3. 记I+ := ∂(J+(i0)) − {i0}称为时空M的未未未来来来类类类光光光无无无穷穷穷远远远；记I− :=

∂(J−(i0))−{i0}称为时空M的过过过去去去类类类光光光无无无穷穷穷远远远；点i0称为时空M的类类类空空空无无无穷穷穷远远远
点点点。

4. 在M̄上，存在函数Ω ≥ 0，Ω|∂M = 0，g̃ab = Ω2gab，g̃ab可以至少1阶光
滑的延拓到M̄ − {i0}上，dΩ|∂M−i0 ̸= 0，limx→i0 dΩ = 0，limx→i0 g̃ab依方向存
在，limx→i0 ∇̃a∇̃bΩ = 2g̃ab。

5. 其他条件。
（由于课时所限，本课程主要集中于类光渐近无穷远的性质）
例例例1：Minkowski时空

ds2 = −dt2 + dr2 + r2(dθ2 + sin2 θdφ2) (6)

取坐标变换

u = t+ r, v = t− r (7)

得到度规表达式为

ds2 = −dudv +
(v − u)2

4
(dθ2 + sin2 θdφ2) (8)
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注意到u, v为内行外行类光测地线的仿射参数，取压缩变换

U = arctan(u), V = arctan(v), v ≥ u;

(−∞,+∞)× (−∞,+∞) → (−π

2
,
π

2
)× (−π

2
,
π

2
),

T = V + U, R = V − U (9)

得到闵氏度规在(V,U)坐标下为

ds2 =
1

4 cos2 V cos2 U
[−dT 2 + dR2 + sin2 R(dθ2 + sin2 θdφ2)] (10)

M̃对应的坐标区域为T + R ∈ (−π, π)，T − R ∈ (−π, π)以及R ≥ 0。在此区域
上，

ds̃2 = −dT 2 + dR2 + sin2 R(dθ2 + sin2 θdφ2), Ω = 2| cosV cosU | (11)

共形边界由两段构成，I+ = {T + R = π} ∩ {R ≥ 0}和I− = {T − R = −π} ∩
{R ≥ 0}。I+称为未来类光无穷远（闵氏时空中所有未来指向的外行类光测地
线均终止于I+），I−称为过去类光无穷远（闵氏时空中所有过去指向的外行
类光测地线均终止于I−），点(T = 0, R = π) 记为i0，是I+与I−的交点（外行
类空测地线均终止于该点），称为类空无穷远。显然Ω|I+ = 0，Ω|I− = 0，但
在边界处dΩ为类光向量且不为零；在i0处Ω，dΩ均为零，∂a∂bΩ不为零。

例例例2：史瓦西时空

ds2 = −
(
1− 2M

r

)
dt2 +

(
1− 2M

r

)−1

dr2 + r2(dθ2 + sin2 θdφ2) (12)

对于超前与滞后Eddington坐标，

u+ = t+ r∗, R+ = r, du+ = dt+
dr

1− 2M
r

,

u− = t− r∗, R− = r, du− = dt− dr

1− 2M
r

,

dr∗ =
dr

1− 2M
r

(13)

可以取Ω = 1
r，得到

ds̃2 = −(Ω2 − 2MΩ)du2 ± 2dΩdu+ dθ2 + sin2 θdφ2 (14)

分别定义出Schwarzschild时空的I+与I−。
在上述两个例子中，我们注意到r都是外行径向类光测地线的仿射参数，且

有Ω ∼ 1/r，这两个性质我们后面可以证明，是渐近平坦时空中类光无穷远附
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近的一般性质。

M̃时时时空空空与与与M时时时空空空的的的关关关联联联：
1. g̃ = Ω2g

2. 类光测地线的像是共形不变的，但是其对应的仿射参数不是，dλ̃
dλ =

αΩ2，α ∈ R+

2. C̃ d
abc = C d

abc

3. 对于电磁场，有F̃ab = Fab，即电磁场方程有共形不变性。
4. 标量场方程，n = dim(M)，

gab∇a∇bϕ− (n− 2)R

4(n− 1)
ϕ = 0 (15)

在变换ϕ̃ = Ωsϕ之下是共形不变的。

问题：
1. 渐近平坦时空是否充分多？
2. 哪些自由度可以刻画渐近平坦时空在渐近区的性质？
3. 在时空的渐近平坦区，是否可以引入渐近对称性，该对称性与闵氏时空

中的Poincare对称性有何关系？
4. 渐近平坦区的渐近对称性与时空整体守恒量的关系是否仍有类似Noether定

理的关系？
……

要回答上述问题，我们需要比较一般的讨论所有满足类光渐近平坦性质的时
空（为简单起见，本课程中只讨论真空Einstein情况），方法有两种：

1. 共形几何方法，即求解共形Einstein方程，比如[8]，[9]，[12]。
2. 在物理时空，求解Einstein方程，该方法最早由R. Penrose和E. T. New-

man于1962年引入[6]（活动标架法在广义相对论中的应用），本课程主要采用
这种方法。该方法比较直观，将渐近平坦时空时空写在类似Eddington坐标之
下，模仿闵氏时空和史瓦西时空的经验，要求度规的形式为

ds2 = −du2 + 2dudr + r2(dθ2 + sin2 θdφ2) +O(1/r) (16)

3 类类类光光光无无无穷穷穷远远远附附附近近近的的的坐坐坐标标标选选选取取取――――――Newman-Unti规规规
范范范

由于Einstein方程是张量方程，存在坐标协变性，我们必须确定所使用的坐
标，这样才能最终定解。
记I+为共形定义的类光无限远，由定义可知，I+是一个光锥，记ña为I+的

母线切向量，显然，ña为实类光向量，取S为I+的类空截面，有S ≃ S2，
在S上引入球坐标(θ, φ)，记q̃ab为g̃在S上诱导的度规，显然有q̃ab = ω2q0ab，其
中q0ab为标准球面上的度规。显然，S上每一点都有一个ña（注意，选定S后，ña(θ, φ)
仍有相当的自由性，原因是ñ类光，无法归一长度）。考虑从(θ, φ)点出发
的I+的母线γ(ũ)，ũ为相关的仿射参数，且设定ũ(S) = 0，定义(θ̃, φ̃)坐标
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沿γ不变，则我们得到了I+上的一组坐标(ũ, θ̃, φ̃)。取(ẽ1, ẽ2)为S(ũ)上一组正交
标架，显然可以保证LñẽA ∝ ẽA，则得到每一个Su上的一组正交标架，即I+上
每一点均有坐标(ũ, θ̃, φ̃)和标架(ñ, ẽ1, ẽ2)，利用正交条件

g̃(l̃.ñ) = −1, g̃(l̃, l̃) = g̃(ñ, ñ) = 0, g̃(l̃, ẽA) = g̃(ñ, ẽA) = 0,

g̃(ẽA, ẽB) = δAB A,B = 1, 2 (17)

则在I+上每一点，均可唯一确定一个新的类光向量l̃，l̃不属于I+的切空间。
从I+上每一点，以l̃为初始切方向，可以唯一确定一条关于g̃的类光测地线，相
应的仿射参数为r̃，不失一般性，可以要求r̃(I+) = 0，定义(ũ, θ̃, φ̃)沿l̃的类光
测地线不变，并且将标架(l̃, ñ, ẽA)沿l̃方向关于∇̃平移，则我们在I+附近建立了
坐标(ũ, r̃, θ̃, φ̃)，且选定了类光标架(l̃, ñ, ẽA)。
由于我们希望在物理时空求解爱因斯坦方程，因此我们要将上述结果联系于

物理时空中的坐标与标架，因为g̃ab = Ω2gab，而类光标架拼出的是逆度规，即

g̃ab = −l̃añb − ña l̃b + ẽa1 ẽ
b
1 + ẽa2 ẽ

b
2

= −l̃añb − ña l̃b + m̃a
1
¯̃m
b
1 + ¯̃m

a
2m̃

b
2

m̃ =
1√
2
(ẽ1 +

√
−1ẽ2) (18)

则可建立如下联系

g̃ab =
1

Ω2
gab, q̃ab =

1

Ω2
qab,

r̃ =
1

r
, ũ = u, θ̃ = θ, φ̃ = φ,

l̃a =
1

Ω2
la, ña = na, ẽaA =

1

Ω
eaA,

Ω ∼ 1

r
(19)

且直接计算可以证明，(l̃, ñ, ẽA)沿l̃的平移条件对应于(l, n, eA)沿l平移。进一步
引入NP标架，

ma =
1√
2
(e1 +

√
−1 e2) (20)

这样在坐标(u, r, θ, φ)之下，上述类光标架可以表达为

la = ∂r, na = ∂u + U∂r +XA∂A, ma = ω∂r + ξB∂B (21)

其中U、XA、ω、ξA为物理时空中的待求函数。利用度规与标架的联系

gµν = −lµnν − nµlν +mµm̄ν + m̄µmν (22)

进一步得到

(gµν) =


0 1 0 0
1 2(U − |ω|2) X − (ω̄ξ1 + ωξ̄2) X̄ − (ωξ̄1 + ω̄ξ2)
0 X − (ω̄ξ1 + ωξ̄2) −2|ξ1|2 −ξ1ξ̄2 + ξ̄1ξ2)
0 X̄ − (ωξ̄1 + ω̄ξ2) −ξ1ξ̄2 + ξ̄1ξ2) −2|ξ2|2

 (23)
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利用平移规范条件：

κ = ε = π = 0, Im(ρ) = 0, τ = ᾱ+ β (24)

得到真空条件下NP方程的简化：
1. 标架方程：
1) ∂r分量

DU = τ ω̄ + τ̄ω − γ − γ̄,

Dω = ρω + σω̄ − ᾱ− β,

∆ω − δU = ν̄ − (µ− γ + γ̄)ω − λ̄ω̄,

δω̄ − δ̄ω = µ− µ̄+ (β̄ − α)ω + (ᾱ− β)ω̄.

(25)

2）∂θ分量

DX2 = τ̄ ξ2 + τξ2,

Dξ2 = ρξ2 + σξ2,

δX2 −∆ξ2 = (µ− γ + γ̄)ξ2 + λ̄ξ2,

δξ2 − δ̄ξ2 = (β̄ − α)ξ2 + (ᾱ− β)ξ2.

(26)

3) ∂φ分量

DX3 = τ̄ ξ3 + τξ3,

Dξ3 = ρξ3 + σξ3,

δX3 −∆ξ3 = (µ− γ + γ̄)ξ3 + λ̄ξ3,

δξ3 − δ̄ξ3 = (β̄ − α)ξ3 + (ᾱ− β)ξ3.

(27)
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2. 结构方程（联络系数方程）：

Dλ = ρλ+ µσ̄, (28)
Dρ = ρ2 + σσ̄, (29)
Dσ = 2ρσ +Ψ0, (30)
Dµ = ρµ+ σλ+Ψ2, (31)
Dα = αρ+ βσ̄, (32)
Dβ = σα+ βρ+Ψ1, (33)
Dτ = ρτ + στ̄ +Ψ1 (τ = ᾱ+ β), (34)
Dγ = ατ + βτ̄ +Ψ2, (35)
Dν = µτ̄ + λτ +Ψ3, (36)

δτ −∆σ = 2τβ + (γ̄ + µ− 3γ)σ + λ̄ρ, (37)
∆ρ− δ̄τ = (γ + γ̄ − µ̄)ρ− σλ− 2ατ −Ψ2, (38)
δν −∆µ = (γ + γ̄ + µ)µ+ λλ̄− 2βν, (39)
∆λ− δ̄ν = (γ̄ − 3γ − µ− µ̄)λ+ 2αν −Ψ4, (40)
∆α− δ̄γ = ρν − τλ− βλ+ (γ̄ − γ − µ̄)α−Ψ3, (41)
δγ −∆β = µτ − σν − β(γ − γ̄ − µ) + αλ̄, (42)
δρ− δ̄σ = ρ(ᾱ+ β) + (β̄ − 3α)σ −Ψ1, (43)
δλ− δ̄µ = µ(α+ β̄) + λ(ᾱ− 3β)−Ψ3, (44)
δα− δ̄β = αᾱ+ ββ̄ − 2αβ + ρµ− λσ −Ψ2. (45)

3. Bianchi恒等式：

DΨ1 − δ̄Ψ0 = 4ρΨ1 − 4αΨ0,

DΨ2 − δ̄Ψ1 = 3ρΨ2 − 2αΨ1 − λΨ0,

DΨ3 − δ̄Ψ2 = 2ρΨ3 − 2λΨ1,

DΨ4 − δ̄Ψ3 = ρΨ4 + 2αΨ3 − 3λΨ2,

∆Ψ0 − δΨ1 = 4γΨ0 − µΨ0 − 4τΨ1 − 2βΨ1 + 3σΨ2,

∆Ψ1 − δΨ2 = νΨ0 + 2γΨ1 − 2µΨ1 − 3τΨ2 + 2σΨ3,

∆Ψ2 − δΨ3 = 2νΨ1 − 3µΨ2 − 2τΨ3 + 2βΨ3 + σΨ4,

∆Ψ3 − δΨ4 = 3νΨ2 − 2γΨ3 − 4µΨ3 − τΨ4 + 4βΨ4.

(46)

3.1 Peeling-off性性性质质质：：：Weyl曲曲曲率率率的的的衰衰衰减减减速速速度度度
因为Weyl曲率满足共形关系

C̃ d
abc = C d

abc (47)

且度规g̃在边界处充分正则，则Ψ̃n均为正则函数，利用非物理标架与物理标架
的关系，得到物理时空中Weyl曲率的类光标架分量为

Ψn = Ω4−nΨ̃n, n = 0, 1, 2, 3, 4, (48)
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考虑时空是渐近平坦的，闵氏空间的共形紧致化有C̃ d
abc = 0，因而若M满足共

形意义下的渐近平坦定义，则应该有limx→I+ C̃ d
abc = 0，在共形空间中，我们

用Ω来标记几何量在边界附近趋于零的速度，如果假设Ψ̃n在共形边界附近充分
光滑，则由泰勒展开可知，Ψ̃n ∼ Ω，因此有

Ψn ∼ O(rn−5), n = 0, 1, 2, 3, 4 (49)

上式即为著名的Penrose Peeling off性性性质质质。
类似的，如果是Einstein-Maxwell情况，同样可以分析出电磁场分量的Peeling性

质为：Φn = O(rn−3)，n = 0, 1, 2。

3.2 渐渐渐近近近平平平坦坦坦条条条件件件给给给出出出的的的边边边界界界条条条件件件

解解解析析析性性性假假假设设设：任何NP几何量在上述坐标下均可展开为1/r的级数。
因为度规的形式为（16）式，我们得到标架分量的渐近条件为

U = −1

2
+O(r−1), X → 0, ω → 0, ξ1 → O(r−2), ξ2 =

1 + |z|2√
2r

+O(r−2),

ρ = −1

r
+O(r−3), µ = − 1

2r
+O(r−2), α,−β =

α0

r
+O(r−2),

z = ctg(θ/2)eiφ, α0 = − ctgθ

2
√
2

(50)

我们要从上述比较粗糙的阶数估计出发，利用曲率的衰减性质，在解析性假
设的条件下，得到所有NP几何量的精确阶数。首先首先从σ开始，在闵氏时空
中，σ = 0，因此最一般的假设为σ = a

r + σ0

r2 + · · ·，

∂rρ = ρ2 + |σ|2,
∂rσ = 2ρσ +Ψ0 (51)

事实上，上述方程就是l方向著名的Raychaudhuri方程。上述第一个方程最低阶
系数给出a = 0，第二个方程最低阶(r−3)平凡。两个方程的次领头阶给出

ρ = −1

r
− |σ0|2

r3
++O(r−5),

σ =
σ0

r2
+ (σ0|σ0|2 − Ψ0

0

2
)r−4 +O(r−5) (52)

带入方程

∂rα = αρ+ βσ,

∂rβ = ρβ + ασ +Ψ1 (53)

上二方程领头阶平凡，次领头阶给出α2 = σ0α0，β2 = −α0σ
0。利用规范条
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件，τ = ᾱ+ β，得到τ ∼ O(r−3)。再将ρ，σ的高阶结果带入，得到

α =
α0

r
+

σ̄0α0

r2
+

|σ0|2α0

r3
+O(r−4),

β = −α0

r
− σ̄0α0

r2
− (|σ0|2α0 +

1

2
Ψ0

1)r
−3 +O(r−4)

τ = −Ψ0
1

2
r−3 +O(r−4) (54)

再考虑方程

∂rγ = τα+ τ̄β +Ψ2 (55)

领头阶方程给出

γ = −Ψ0
2

2r2
+O(r−3) (56)

再用方程

∂rν = τλ+ τ̄µ+Ψ3 (57)

得到ν = −Ψ0
3

r +O(r−2)。考虑

∂rλ = ρλ+ µσ̄,

∂rµ = µρ+ λσ +Ψ2, (58)

首阶方程平凡，不能确定λ1的值。考虑方程

D′λ− δ̄ν = −(µ+ µ̄)λ− (3γ − γ̄)λ+ 2αν −Ψ4 (59)

由D′ = ∂u − 1
2∂r +O(r−1)，δ = 1

r δ0 +O(r−2)，得到∂uλ1 = −Ψ0
4。待回到前面

两个方程，得到λ2 = σ̄0，µ2 = λ1σ
0 +Ψ0

2。再利用方程

δτ −D′σ = µσ + λ̄ρ+ (τ + β − ᾱ)τ − (3γ − γ̄)σ (60)

领头阶(r−2)给出λ1 = ˙̄σ0，进一步得到Ψ0
4 = −¨̄σ0。最后得到

λ =
˙̄σ0

r
+

σ̄0

r2
+

(
|σ0|2 ˙̄σ0 +

σ̄0Ψ0
2

2

)
r−3 +O(r−4)

µ = − 1

2r
− (σ0 ˙̄σ0 +Ψ0

2)r
−2 − |σ0|2 −Ψ4

2/2

r3
+O(r−4) (61)

再带回之前关于∂rν的方程，得到

ν = −Ψ0
3

r
− Ψ3

3

r2
+O(r−3) (62)

至此，我们确定了各个联络系数的阶数以及领头阶项，即将全体联络系数确
定到了r−2阶。由方程

δλ− δ̄µ = µ(α+ β̄) + λ(ᾱ− 3β)−Ψ3 (63)
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领头阶给出Ψ0
3 = δ0 ˙̄σ

0 − 4ᾱ0 ˙̄σ
0。

由于全体联络系数确定到r−2 阶，现在我们可以利用无挠条件，来计算标架
分量的具体值。
由方程

DX = −τ ξ̄2 − τ̄ ξ1 (64)

得到X ∼ O(r−3)。再考虑方程

−DU = (γ + γ̄)− τ ω̄ − τ̄ω (65)

得到U1 = (γ2 + γ̄2)。要控制函数Ω，首先看无挠条件

(D′D −DD′) = (γ + γ̄)D − τ δ̄ − τ̄ δ (66)

取∂r分量，有

−Dω = (ᾱ+ β)− ρω − σω̄ (67)

首阶方程平凡，次阶方程给出

ω2 = τ3 − σ0ω̄1 (68)

我们失去了对于ω1的控制！考虑另一条无挠条件

δD′ −D′δ = −ν̄D + λ̄δ̄ + (µ− γ + γ̄)δ (69)

∂r方向首阶方程给出，

ω̇1 = ν̄1 = δ̄0σ̇
0 − 4ᾱ0σ̇

0 (70)

得到

ω =
∂̄σ0

r
− (σ0∂σ̄0 +Ψ0

1/2)r
−2 +O(r−3) (71)

其中∂̄σ0 := δ̄0σ
0 − 4ᾱ0σ

0，∂σ̄0 := δ0σ̄
0 + 4α0σ̄

0

最后看方程

−Dξ1 − σξ̄2 − ρξ1,

−Dξ2 = −σξ̄1 − ρξ2 (72)

给出

ξ1 =
−z(1 + |z|2)

z̄
√
2

σ0

r2
+O(r−3),

ξ2 =
1 + |z|2√

2

1

r
+O(r−3) (73)
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至此，我们获得了标架分量精确到O(r−3)的控制。最后，我们利用Bianchi恒等
式，获得更多的限制。注意到，Bianchi恒等式有如下很好的结构

δ̄Ψ3 −DΨ4 = −ρΨ4 − 2αΨ3 + 3λΨ2 (74)

领头阶方程平凡，此领头阶给出

−Ψ2
4 = δ̄0Ψ

0
3 (75)

再由

DΨ3 − δ̄Ψ2 = 2ρΨ3 − 2λΨ1 (76)

领头阶平凡，次领头阶Ψ3
3 = −Ψ0

2/3。再由

−DΨ4 + δ̄Ψ3 = −ρΨ4 − 2αΨ3 + 3λΨ2 (77)

得到Ψ2
4可由Ψ0

3得到，Ψ3
4可由Ψ3

3得到。另外从Bianchi恒等式还可以得到

Ψ0
2 − Ψ̄0

2 = ∂2σ0 − ∂̄
2
σ̄0 + σ̄0σ̇0 − σ0 ˙̄σ

0 (78)

最后得到，所有标架分量、联络系数、Weyl曲率的各阶泰勒系数，均可
以用σ0(u, θ, φ)，Re(Ψ0

2(0, θ, φ))，Ψ0
1(0, θ, φ)和Ψk

0(0, θ, φ) 最终确定（可能要
解u方向的常微分方程），因而我们得到类光无穷远附近的自由度就由上述
函数集决定，所得到的度规形式称为类光无穷远附近满足Newman-Unti 规规规
范范范。其中σ̇0即为时空的News-function，Re(Ψ0

2)与时空Bondi质量相关，Ψ0
1确

定时空的初始角动量，在稳态条件下，Ψk
0联系于时空多极矩（参考[13]）

4 类类类光光光无无无穷穷穷远远远处处处的的的渐渐渐近近近对对对称称称性性性

渐渐渐近近近Killing向向向量量量：若(M, gab)是渐近平坦时空，将该时空写在NU标准坐标之
下，ka为时空中向量场，满足

1. limx→I+ ka ∈ T (I+)
2. Lkgµν ∼ O(gµν)，即李导数不改变度规的渐近速度
则称ka为该渐近平坦时空的渐渐渐近近近Killing向向向量量量场场场。
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度规分量的渐近形式，

g00 = 1− 2U1

r
+ · · · ,

g01 = 1,

g02 =
(
− ω1 + ω̄1√

2

)
+ · · · ,

g03 =
(
− i(ω1 − ω̄1)√

2
sin θ

)
+ · · · ,

g11 = 0,

g12 = 0,

g13 = 0,

g22 = −r2 +
√
2(ξθ2 + ξ̄θ2)r + · · · ,

g23 =
sin θ√

2

(
iξ̄θ2 − iξθ2 + sin θ(ξϕ2 + ξ̄ϕ2 )

)
r + · · · ,

g33 = −r2 sin2 θ − i
√
2 sin3 θ(ξϕ2 − ξ̄ϕ2 )r + · · · ,

(79)

渐近Killing方程的坐标形式

Lξgab = ξc∂cgab + gbc∂aξ
c + gac∂bξ

c ∼ O(gab) (80)

渐近Killing场的渐近行为假设：

ξu = ξu0 +
ξu1
r

+
ξu2
r2

+ · · · ,

ξr = ξr−1r + ξr0 +
ξr1
r

+ · · · ,

ξθ = ξθ0 +
ξθ1
r

+
ξθ2
r2

+ · · · ,

ξϕ = ξϕ0 +
ξϕ1
r

+
ξϕ2
r2

+ · · · ,

(81)

其中ξµi = ξµi,0(u, θ, ϕ) + ξµi,1(u, θ, ϕ) ln r。

依照定义，求解渐近Killing方程，得到
(i) Lξguu = O( 1r ) 给出

r order ⇒
∂ξr−1

∂u
= 0. (82)

r0 order ⇒ ∂ξr0
∂u

+
∂ξu0
∂u

= 0. (83)

(ii) Lξgur = 0 给出

r0 order ⇒ ξr−1 +
∂ξu0
∂u

= 0. (84)
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(iii) Lξguθ = O(1) 给出

r2 order ⇒ ∂ξθ0
∂u

= 0. (85)

r order ⇒
∂ξr−1

∂θ
− ∂ξθ1

∂u
= 0. (86)

(iv) Lξguϕ = O(1) 给出

r2 order :⇒ ∂ξϕ0
∂u

= 0. (87)

r order ⇒
∂ξr−1

∂ϕ
− sin2 θ

∂ξϕ1
∂u

= 0. (88)

(v) Lξgrr = 0 给出

r−2 order ⇒ ξu1 = 0. (89)

(vi) Lξgrθ = 0 给出

r0 order ⇒ ξθ1 +
∂ξu0
∂θ

= 0. (90)

(vii) Lξgrϕ = 0 给出

r0 order ⇒ sin2 θξϕ1 +
∂ξu0
∂ϕ

= 0. (91)

(viii) Lξgθθ = O(r) 给出

r2 order ⇒ ξr−1 +
∂ξθ0
∂θ

= 0. (92)

(ix) Lξgθϕ = O(r) 给出

r2 order ⇒ ∂ξθ0
∂ϕ

+ sin2 θ
∂ξϕ0
∂θ

= 0. (93)

(x) Lξgϕϕ = O(r) 给出

r2 order ⇒ ξr−1 + cot θξθ0 +
∂ξϕ0
∂ϕ

= 0. (94)
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记Y A = ξθ0(
∂
∂θ )

A + ξϕ0 (
∂
∂ϕ )

A，易见

DAY
A = ∂θY

θ + cot θY θ + ∂ϕY
ϕ. (95)

从(94) ，(92)两方程，得到

2ξr−1 +DAY
A = 0, (96)

进一步，方程(84) 给出

ξu0 = f(θ, ϕ) +
1

2
(DAY

A)u. (97)

总结前述所有结果，得到

ξu =f(θ, ϕ) +
1

2
(DAY

A)u+ · · · ,

ξr =− 1

2
(DAY

A) r + · · · ,

ξθ =Y θ + · · · ,
ξϕ =Y ϕ + · · · .

(98)

其中f(θ, φ)是两维球面上任意函数, DA是两维球面上的标准导数。记q0AB标准
两维球面上度规，向量场Y A是两维球面内部向量场且满足

LY q
0
AB =

1

2
(DCY

C)q0AB , (99)

我们定义渐近Killing场的等价类，即k1，k2均为渐近Killing向量，k1 ∼
k2如果f1(θ, φ) = f2(θ, φ)，Y A

1 = Y A
2 ，即两个向量的领头阶相同。直接计

算表明，上述等价类在向量场对易括号下构成Lie代数，称为BMS 代代代数数数，对
应代数结构为BMS = L2(S2

0) ⊕S Lp。很明显，Y A所代表的等价类对应于单
位球面上的共形Killing场，已知其同构于洛仑兹李代数Lp。（洛仑兹群在单
位球面的作用，光行差公式）f(θ, φ)为BMS的交换理想，称为超超超平平平移移移子代
数。因为f ∈ L2(S2

0)，我们可以选取球谐函数作为该函数空间的一组基，∀f ∈
L2(S2

0)，有f =
∑

l,m almYlm。其中有4维子空间T 4 = span{Y00, Y1.m}在洛伦
兹作用下不变，称为平平平移移移子代数。(直观图像，将闵氏时空中的Poincare代数的
生成元，用Eddington坐标表达，平移部分在类光无穷远处的极限直接给出上
述子空间)
因为平移子空间是代数不变子空间，利用Wald Formulism，可以直接导出

与平移相对应的守恒量，即著名的Bondi质量与Bondi动量，具体参考[13]。选
择转动向量场，形式上也可以利用Wald formulism 得到相应的"角动量"(具体
表达式就是所取向量场的Kommar积分)，但问题是转动子代数没有正规性，选
取不同的转动向量场，得到不同的角动量定义。

Bondi能量

MB = − 1

8π

∫
S∞

(Ψ0
2 + σ0 ˙̄σ

0
+ C.C) (100)
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Bondi energy loss formula

dMB

du
= − 1

4π

∫
S∞

|σ̈|2 (101)

角动量

J(Y ) =
1

16π

∫
S∞

(Ψ0
1Y

m̄ + Ψ̄0
1Y

m) (102)

丘成桐教授的新角动量定义（Chen, Wang, Wang, Yau, arxiv : 2102.03235），
一定程度上克服了角动量定义中的超平移不确定性。

引力痕迹效应（Memory Effect）
1. 质量的引力痕迹效应：由Bianchi恒等式的首阶方程，得到

d

du
(Ψ0

2 + σ0 ˙̄σ0) = Ψ̇0
2 + |σ̇0|2 + σ0 ¨̄σ0

= ∂Ψ0
3 + σ0Ψ0

4 ++|σ̇0|2 + σ0 ¨̄σ0

= −∂2 ˙̄σ
0
+ |σ̇0|2 (103)

沿u方向积分，得到

∂2

∫ +∞

−∞
λ1du =

(
∂2σ̄0

)+∞
−∞ = −

(
Ψ0

2 + σ0 ˙̄σ
0
)+∞

−∞
+

∫ +∞

−∞
|σ̇0|du (104)

这意味着无穷远处惯性观测者（Za ∼ ∂u）的位置变化总量由该方向上的能量
总变化值决定。（上结果可以有两种理解方式：一，直接计算表明，在类光无
穷远附近，∂u近似为类时测地线，该线汇的shear近似为λ1；二，在类光无穷远
附近，σ0是球面诱导度规的次领头阶项系数。）

2. 角动量的引力痕迹效应：考虑类光无穷远附近的类时测地线汇，该线汇
的时间延迟效应（time delay effect）

∂2δT =

[
1

2
∂̄Ψ0

1 +
1

2
∂Ψ̄0

1 + |∂̄σ0|2
]+∞

−∞

+

∫ +∞

−∞
(σ0∂̄∂σ̄ + C.C)du (105)

5 类类类光光光无无无穷穷穷远远远结结结构构构的的的新新新进进进展展展

近年来，特征初值技术的进步，对于时空类光无穷远附近结构的认识也有了长
足的进步：

1. 放弃解析性假设：非解析的无穷远存在性，参考[11]，[12]，[14]。
2. 放弃Weyl曲率的Peeling性质以及共形定义：我们注意到，Peeling性质

在我们上述的计算中起到至关重要的作用，O(rn−5)的衰减行为中，O(rn−4)是
直接从共形定义而来，另外一阶来自类光无穷远处的光滑性假设。反之，如
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果Weyl曲率的衰减连O(rn−4)都不能保证，则该时空流形没有共形紧致化，即
该流形不是传统定义的渐近平坦时空。
放弃的动机：我们知道，广义相对论的初值问题可以用3+1分解来描述，而

初值的渐近平坦性是有严格数学定义并且不依赖于共形结构，一个尖锐的问题
是：从渐近平坦初值经哈密顿演化最终得到的时空，是不是传统共形渐近平坦
的？物理上的直觉显然应该是肯定的，但是近年来的研究发现并非如此。

Peeling性质的破坏：多重齐次时空，展开并非只是1/r的级数，还包含ln r。
计算发现，在该类时空中，Ψ0 ∼ O(r−3)，这显然破坏了共形结构的存在
性[13]。从渐近平坦初值演化出多重齐次时空的例子也已经找到，这提示我们
共形渐近平坦的定义可能过于狭窄了，相关综述见[15]。
推广后的BMS对称性，在多重齐次时空中，BMS渐近对称性依然可能被保

留[13]。
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