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Programa

▶ Gravitomagnetismo basado en la linealización de las ecuaciones de
Einstein.

▶ Gravitomagnetismo basado en las fuerzas inerciales.
▶ Gravitomagnetismo basado en tensores de marea.
▶ Ecuaciones para una partícula de prueba rotante
▶ Ecuaciones MPD-GEM
▶ Trabajo actual



Gravitomagnetismo basado en la linealización de las
ecuaciones de Einstein

En la aproximación de campo débil podemos escribir gµν como la métrica de Minkowski
más una pequeña perturbación (gµν = ηµν + hµν), donde |hµν | ≪ 1 (Bambi, 2018).
Asumiendo además que el espacio-tiempo es estacionario, es decir gµν,t = 0 y
despreciando los términos O(h2), podemos encontrar que los símbolos de Christoffel son:

Γκ
νσ =

1

2
ηκλ(hλσ,ν + hνλ,σ − hνσ,λ) (1)

Rµν =
1

2
ηλσ(hσν,µλ − hµν,σλ − hσλ,µν + hµλ,σν), R = hµλ,µλ −hµ

µ,λ
λ (2)

Reemplazando 2 en las ecuaciones de campo de Einstein, y aplicando el cambio de
variable h̄µν = hµν − 1/2nµν h obtenemos :

− h̄µν,λ
λ − ηµν h̄σλ

,σλ + h̄µλ,ν
λ + h̄νλ,µ

λ =
16π

c4
GTµν ⇒ −h̄µν,λ

λ =
16πGTµν

c4
(3)

imponiendo el Gauge de Lorentz h̄µα
,α = 0 (La transformación infinitesimal

hnuevo
µ′ν′ = hant

µν − ξµ,ν − ξν,µ dejan invariante el tensor de Riemann) (Misner, Thorne
y Wheeler, 1973)



Solución a las ecuaciones linealizadas
En el límite de velocidades bajas γ ≈ 1, uµ ≈ (c,u), y definiendo Tµν ≡ ρuµuν , entonces
T tt ≡ ρc2, T ij ≡ ρuiuj y T ti ≡ cji, donde ρ es la densidad de masa y ji ≡ uiρ la corriente
de masa. Definimos el potencial escalar gravitacional Φ y el potencial vectorial
gravitacional Ai (S.J., 2020; Mashhoon, Gronwald y Lichtenegger, 1999):

Φ(r) ≡ −G

∫
ρ(r′)

|r− r′|
d3r′ Ai(r) ≡ −2G

c2

∫
ji(r′)

|r− r′|
d3r′ (4)

La métrica se puede escribir como:

ds2 = −c2
(
1 +

2Φ

c2

)
dt2 +

(
1− 2Φ

c2

)
δijdx

idxj + 4A · dxdt (5)

Si se considera la métrica de Kerr para un cuerpo de rotación baja, es decir, a ≪ 1 y el
límite de campo débil, es decir, 2GM/(c2r) ≪ 1 (J = Mac es el momento angular del
cuerpo rotante):

ds2 = −c2
(
1− 2GM

c2r

)
dt2 +

(
1 +

2GM

c2r

)
dr2

+ r2 dθ2 + r2 sin2 θ dϕ2 + −4GJ

c2r
sin2 θ dt dϕ (6)

ds2 =− c2
(
1− 2GM

c2r

)
dt2 +

(
1 +

2GM

c2r

)
dr2 + r2dθ2 + r2 sin2 θ dϕ2

− 4GJ
c2r sin2 θ dt dϕ



Ecuaciones de campo linealizadas
De manera similar al electromagnetismo podemos definir los campos
gravitoelectromagnéticos como:

E ≡ −∇Φ− ∂

∂t

(
1

2
A

)
B ≡ ∇×A (7)

Las ecuaciones de campo de Maxwell para el gravitomagnetismo:

∇ ·E = −4πGρ ∇ ·
(
1

2
B

)
= 0 (8)

∇×E = − ∂

∂t

(
1

2
B

)
∇×

(
1

2
B

)
=

1

c2
∂E

∂t
− 4πG

c2
j (9)

La fuerza de Lorentz del gravitoelectromagnetismo a partir de la componente espacial de
la ecuación geodésica:

F = m(E+ 2v ×B) (10)



Gravitomagnetismo basado en fuerzas inerciales

Un marco de referencia propio de un observador acelerado es definido en (Misner,
Thorne y Wheeler, 1973) de la siguiente manera: Sea τ el tiempo propio medido por un
observador acelerado que se mueve en una linea de mundo P = P(τ), donde la base
tetradica ortonormal es definido como

ê0(τ) = uN (τ) êα · êβ = η̂αβ (11)

con uN (τ) = u(τ)/c es la cuadrivelocidad normalizada del observador (Hobson,
Efstathiou y Lasenby, 2015), cuya evolución a lo largo de la linea de mundo esta dado
por

∇ûêβ = Ω̂α
β êα; Ωαβ =

2

c2
u[αaβ] +

1

c
ϵ̃ αβ

νµΩ
µuν (12)

donde Ωµν es el generador de transformación infinitesimal de Lorentz (Misner, Thorne
y Wheeler, 1973). El término (2/c2)u[αaβ] es el transporte Fermi-Walker, y Ω es la
velocidad angular de rotación de la triada espacial êi relativo a la triada transportada
Fermi-Walker. Las componentes espaciales del generador estan dadas por Ω̂ij = ϵ̂ikjΩ̂

k,
(Costa y Natário, 2014). Si Ωµ = 0 se recupera el tranporte Fermi-Walker, si además
aµ = 0 se recupera el transporte paralelo.



Congruencia de observadores y componentes de la conexión
El espacio-tiempo puede ser cubierto por un
conjunto de curvas temporales Px(τ), donde x
indica el número de la curva, y τ el tiempo propio
del observador indica la posición sobre la curva.
Cada curva tiene un vector tangente definido como
uµ = ∂xµ/∂τ , y un vector de desviación, definido
como X µ = ∂xµ/∂x.
Permite definir la proyección espacial de la derivada
covariante de uα:

Kαβ ≡ (hu)αλ(h
u)βτ∇τuλ = ∇βuα +

1

c2
uβaα (13)

El cual se puede descomponer en su traza θ
(expansión), su parte simétrica libre de traza σαβ

(cizalladura), y la parte antisimétrica ωαβ

(vorticidad):

Kαβ = K(αβ) +K[αβ] = σαβ +
1

3
θhαβ + ωαβ (14)

Figura: Congruencia de observadores. Imagen
generada a partir de (Carroll y M., 2004).

Entonces, los componentes de Γ̂µ
νσ en un

marco de referencia construido a partir de una
congruencia de observadores acelerados son:

Γ̂
0
00 = 0 Γ̂

0
0j = Γ̂

j
00 =

1

c2
âj

Γ̂
j
0k =

1

c
ϵ̂
j
µkΩ̂

µ
=

1

c
Ω̂

j
k

Γ̂
i
j0 = Γ̂

0
ji =

1

c
K̂ij Γ̂

0
i0 = 0 (15)



Desarrollo de la analogía
Considerando el marco de referencia de una congruencias de observadores acelerados,
se calcula la componente espacial de la ecuación geodésica de una partícula de prueba
que se mueve en el espacio-tiempo con cuadrivelocidad Uµ y reemplazando 15.

∇̂Û Û
α =

DÛα

dτ
=

dÛ i

dτ
+ Γ̂i

00(Û
0)2 + (Γ̂i

0j + Γ̂i
j0)Û

0Û j + Γ̂i
jkÛ

kÛ j = 0

D̃Û i

dτ
= − âi

c2
(Û0)2 +

1

c
[Û × (Ω̂ + ω̂)]iÛ0 − 1

c
σ̂i

jÛ
0Û j − 1

3c
θδijÛ

0Û j (16)

se define el campo gravitoeléctrico y el campo gravitomagnético como (Costa y Natário,
2014):

G ≡ −a H ≡ ω +Ω (17)

entonces en forma vectorial:

D̃U

dτ
=

Û0

c

[
Û0

c
G+U×H− σ̂i

jÛ
j êi −

1

3
θU

]
(18)

se asemeja a la ecuación de movimiento para una partícula en reposo con masa me,
carga eléctrica e y velocidad ue ubicada en un campo eléctrico E y un campo magnético
B dp/dτ = e(u0E+ ue ×B) (Misner, Thorne y Wheeler, 1973; Oliva, 2002)



Formalismo de quasi-Maxwell

Cuando el espacio-tiempo es estacionario, hα
µh

β
νLugαβ = 2σµν + 2

3θhµν = 2K(µν) = 0,
es decir que θ = 0 y σµν = 0 (Oliva, 2002; Natario, 2007).

D̃U

dτ
=

Û0

c

[
Û0

c
G+U×H

]
(19)

Además haciendo Ω̂ij = ω̂ij = − 1
2ϵijkĤ

k y Ĥij = ϵijkĤ
k entonces K̂[ij] = −ϵijkĤ

k/2



Ecuaciones de campo en la analogía de fuerzas inerciales

Electromagnetismo Gravitoelectromagnetismo

Fαβ
;β = 4πJα Rµν = 8πGN

c4

(
Tµν − 1

2gµνT
α
α

)
∇̃ ·E = ρc

ϵ0
+H ·B ∇̃ ·G = −4πGN (2ρ+ 1

c2T
α
α) +

1
c2G

2 + 1
2H

2

∇̃ ×B = 1
c2G×B+ µ0je ∇̃ ×H = 2

c2G×H− 16πGN

c2 j

No análogo EM 1
c2 ∇̃iGj− 1

c4GiGj+
1

2c2H
2hij+R̃ij =

8πGN

c4

(
1
2hijT

α
α + Tij

)
∇̃ ·B = − 1

c2H ·E ∇̃ ·H = − 1
c2H ·G

∇̃ ×E = 1
c2G×E ∇̃ ×G = 0



Gravitomagnetismo basado en tensores de marea

La ecuación de desvío geodésico para dos partículas que se mueven con cuadrivelocidad
uµ en un espacio-tiempo es y la ecuación de desvío de la línea de mundo para dos
partículas con la misma razón q/m que se mueven a una cuadrivelocidad uµ en un campo
EM en el espacio tiempo de Minkowski son respectivamente (Costa y Herdeiro, 2006):

D2δxµ

dτ2
= −Rµ

νσρu
νuρδxσ D2δxµ

dτ2
=

q

m
∇σF

µ
ν(x)u

νδxσ (20)

Donde las partículas tienen coordenadas xµ(τ) y xµ
2 (τ) = xµ(τ) + δxµ(τ), y δxµ(τ) es el

vector de desviación. Un observador con cuadrivelocidad uµ mide los campos eléctrico y
magnético como Eα = Fαβuβ y Bα = ⋆Fαβuβ respectivamente, donde
⋆Fαβ = ϵ̃µναβFµν/(2c). Los tensores de marea se pueden definir como:

Eαγ = uβ∇γFαβ Eµν = Rµλνσu
λuσ

Bαγ = uβ ⋆∇γFαβ = 1
2cu

β ϵ̃µναβ∇γFµν Hµν = ⋆Rµλνσu
λuσ = 1

2c ϵ̃
αβ

µλRαβνσu
λuσ



Descomposición del tensor de Riemann
El tensor de Riemann se puede escribir en términos de los tensores de marea
gravitoeléctrico y gravitomagnético y de un tercer tensor denotado como Fµν :

Rαβ
γδ =

4

c4
E[α

[γuδ]u
β] +

2

c3
ϵχκγδuκHχ

[βuα] +
2

c3
ϵχαβκuκHχ[δuγ] +

1

c4
ϵαβχτ ϵικγδFχιuτuκ

(21)
donde Fχι = ⋆R ⋆χλιη uλuη = 1

4ϵρµχλϵνσιηR
ρµνσuηuλ es conocido como el tensor de Bel

(Costa y Natário, 2014; Gómez-Lobo, 2007) y no tiene análogo electromagnético. Se
puede observar que el tensor de Bel es un tensor simétrico y ademas espacial, es decir
Fµν = Fνµ y Fµνu

µ = Fµνu
ν = 0, con 6 componentes independientes, al igual que el

tensor de marea gravitoeléctrico, mientras que el tensor de marea gravitomagnético tiene
8 componentes independientes. Las 20 componentes independientes del tensor de
Riemann estan descritos por estos tres tensores. El tensor Hodge dual en los dos
primeros indices del tensor de Riemann puede ser calculado contrayendo 21 con 1/2ϵαβϵξ.

⋆ Rεξ
γδ =

2

c4
ϵεξαβE[α

[γuδ]u
β] +

1

c3
ϵεξαβϵ

µχ
γδuχHµ

βuα

+
4

c3
u[εHξ]

[δuγ] −
1

2c4
ϵµνγδuνu

[ξFε]
µ (22)



Ecuaciones campo tensores de marea
A partir de las ecuaciones de campo de Einstein y de las identidades de Bianchi
⋆Rγα

γβ = 0, se pueden escribir las ecuaciones de campo GEM:

Electromagnetismo Gravitoelectromagnetismo

Fαβ
;β = 4πJα Rµν = 8πGN

c4

(
Tµν − 1

2gµνT
α
α

)
Eα

α = ρc

ϵ0
Eα

α = 4πGN (2ρ+ 1
c2T

α
α)

B[αβ] =
1
2 ⋆ Fαβ;γu

γ − µ0

c ϵαβσγj
σ
e u

γ H[αβ] = − 4πGN

c3 ϵαβσγj
σuγ

No análogo EM Fα
β + Eα

β − Fσ
σh

α
β = 8πGN

c2 [ 12T
γ
γh

α
β − T ⟨α⟩

⟨β⟩]

Bα
α = 0 Hα

α = 0

E[αβ] =
1
2Fαβ;γu

γ E[αβ] = 0

No análogo EM F[αβ] = 0



Partícula de prueba rotante - Ecuaciones Mathisson Papapetrou Dixon

Las ecuaciones de movimiento para una partícula
con espín fueron desarrolladas por Mathisson
(Mathisson, 1937), Papapetrou (Papapetrou,
1951) y reformuladas por Dixon (Ehlers y J., 1979),
mediante el desarrollo multipolar del tensor de
momento-energía que describe la partícula.
La aproximación polo-dipolo describe el movimiento
de una partícula con masa m y espín Sµν en un
espacio-tiempo gµν :

Dpµ

dτ
= −1

2
Rµ

νκλv
νSκλ,

DSµν

dτ
= pµvν − vµpν

(23)
donde D/dτ es la derivada covariante sobre la
curva, pµ es el cuadrimomento, vµ = dxµ/dτ es el
vector tangente a la línea de mundo, τ es el tiempo
propio y Rµ

νκλ es el tensor de curvatura de Riemann.

Figura: Trayectorias de partículas
con y sin espín en las métricas de
Schwarzschild y Kerr. Cond. in:
r0 = 10, θ0 = π/2, ϕ0 = 0, v0 = 0,
a = s = 0,9.



Ecuaciones MPD-GEM

Wald En el limite de campo débil, para velocidades pequeñas v ≪ 1 y espín pequeño
S ≪ 1 determinó la componente espacial de la fuerza MPD en el espacio tiempo de un
objeto con masa M y momento angular J.

f i = m
Dui

dτ
= − c

2
Ri

0jkS
jk (24)

f = −G

c2
∇
[
3(J · r)(S · r)− (J · S)

r3

]
(25)

Comparando la ecuación 25 con el electromagnetismo, se observa que se asemeja a la
fuerza entre dos dipolos m1 y m2, donde la fuerza esta dada por FEM = −∇U ,
U = −m1 ·B y el campo magnético generado por el dipolo m2 es
Bdip = (µ0/4π)[3(m2 · r̂)r̂ −m2]/r

3.
De la ecuación se puede concluir que el momento angular de rotación (espín) S ó J es
análogo al momento dipolar magnético m. Además se puede ver que en las ecuaciones
MPD existe un acomplamiento entre el espín del cuerpo masivo J y el espín de la
partícula S. La ecuación 25 es la fuerza de gravitación espín-espín Wald, 1972



Efecto Lense-Thirring — Efecto de reloj gravitomagnético
Efecto Lense-Thirring:
El potencial vectorial y el campo gravitomagnético
usando para un cuerpo masivo en rotación son:

Adip(r) = −
GJ× r

c2r3
, B = −

3G(J · r̂)r̂− J

c2r3
.

(26)
El torque sobre un giroscopio está dado por
τ = r× F, donde F es la fuerza de Lorentz
gravitomagnética (GEM):

τ =
1

2
S×B =

dS

dt
= ΩLT × S, (27)

ΩLT =
3G(J · r̂)r̂− J

2c2r3
.

Efecto de reloj gravitomagnético:
La diferencia de tiempo que tarda una partícula
prógrada y retrógrada (con y sin espín) en dar una
vuelta completa es:

T+−T− =
4πa

c
, T+−T− =

4πa

c
−

18πS

mc2
. (28)

Figura: Efecto Lense-Thirring para una partícula
con espín.

Mathisson propuso una interpretación física basada
en el formalismo GEM. En el marco en reposo de la
partícula, la fuente central gira alrededor de ella,
generando un campo gravitomagnético.



Ecuaciones MPD-GEM

Fuerza de acoplamiento espín-órbita Considerando una partícula que esta en reposo
con respecto a observadores estacionarios uµ = (c, 0, 0, 0) , la fuerza espacial sobre un
dipolo y sobre un giroscopio a partir del formalismo quasi-maxwell (Natario, 2007).

fEM = ∇̃B ·µ− 1

2
µ(∇̃ ·B)− 1

2
E(H ·µ) fG =

1

2
∇̃H ·S− 1

2
(∇̃ ·H)S− 1

c2
G(H ·S) (29)

Esta ecuación extiende la analogía a campos estacionarios fuertes.
La analogía utilizando los tensores de marea entre la fuerza sobre un dipolo y sobre un
giroscopio aparece si se utiliza la condición suplementaria de espín de Pirani Sµνuν = 0
(Costa y Herdeiro, 2006).

F β
EM = Bα

βµα F β
G = −Hα

βSα (30)



trabajando...

▶ Como se comportan los efectos de Lense-Thirring y el efecto de reloj
gravitomagnético en las analogías de campos fuertes.

▶ Determinación de los componentes del tensor de marea gravitomagnético y
gravitoeléctrico para la métrica de Kerr y Schwarzschild

Metrica de Schwarzschild

Htθ = −
3GM sin θ

c3r
uruϕ = Hθt,

Htϕ =
3GM sin θ

c3r
uruθ = Hϕt,

Hrθ =
3GM sin θ

c3r
utuϕ = Hθr,

Hrϕ = −
3GM sin θ

c3r
utuθ = Hϕr.

Hµν = 0 para un observador radial
uµ = (ut, ur, 0, 0)

Ecuaciones de Kerr:

Htt = −2αauruθ

Htr = aα[auϕ − ut]uθ

Htθ = −α[(a2 + r2)uϕ − aut]ur

Hrθ = α[auϕ − ut][(a2 + r2)uϕ − aut]

Hrϕ = −α(a2 + r2)(ut − auϕ)uθ

Hϕθ = αa[(a2 + r2)uϕ − aut]ur

Hrr = Hθθ = 0

Hµν = 0 para un observador en el plano ecuatorial uθ = 0 y
con velocidad angular dϕ/dt = ac2/(a2 + r2)
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