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» Gravitomagnetismo basado en la linealizacion de las ecuaciones de
Einstein.

» Gravitomagnetismo basado en las fuerzas inerciales.
» Gravitomagnetismo basado en tensores de marea.
» Ecuaciones para una particula de prueba rotante

» Ecuaciones MPD-GEM

» Trabajo actual



Gravitomagnetismo basado en la linealizacion de las
ecuaciones de Einstein

En la aproximacion de campo débil podemos escribir g, como la métrica de Minkowski
mas una pequefia perturbacion (g, = 1., + huw), donde |k, | < 1 (Bambi, 2018).
Asumiendo ademas que el espacio-tiempo es estacionario, es decir g,,,; =0y
despreciando los términos O(h?), podemos encontrar que los simbolos de Christoffel son:

1
Fﬁg - EUKA(}U\U,V + hV)x,U - hua,/\) (1)
1
R/,Ll/ = 777)\0(}’/0'1/,;1)\ - huu,a)\ - ho/\,u,z/ + hp,/\,o'l/>7 R= hlt}\ap,/\ _hp,uw\ A (2)

2
Reemplazando 2 en las ecuaciones de campo de Einstein, y aplicando el cambio de

variable h,,, = h,, —1/2n,, h obtenemos :

- - - - 167 - 167GT,
- hul/,)\A - n;tuha)\ﬁ)\ + h,uk,l/)\ + hl/)\,uA = CTGZ—'}LV = _hull )\)\ =—F*

)

ct
imponiendo el Gauge de Lorentz h#® , = 0 (La transformacion infinitesimal

hyiere = hapt — €. — &4, dejan invariante el tensor de Riemann) (Misner, Thorne
y Wheeler, 1973)



Solucidn a las ecuaciones linealizadas
En el limite de velocidades bajas v ~ 1, u* =~ (¢, u), y definiendo T*" = pu*u”, entonces
T% = pc?, TV = puln’ y T = cj’, donde p es la densidad de masa y j' = u'p la corriente
de masa. Definimos el potencial escalar gravitacional ® y el potencial vectorial
gravitacional A’ (S.J., 2020; Mashhoon, Gronwald y Lichtenegger, 1999):

p(r') 5, oy 2G ' (r) 3/
= - )= —— 4
O(r) G/|r—r’dr A'(r) 2 |r—r’|dr (4)
La métrica se puede escribir como:
ds> = -2 1+ 2 > + (1 - 2 Siidxtda? + AA - dxdt (5)
c? c? J

Si se considera la métrica de Kerr para un cuerpo de rotacion baja, es decir, a < 1y el
limite de campo débil, es decir, 2GM/(c?*r) < 1 (J = Mac es el momento angular del
cuerpo rotante):

1 2GM
ds® = —¢? <1 — 2G2]V) dt® + (1 + ¢ > dr?
c3r

c3r

4GJ

cr

+ 72 dh* + r?sin® 0 do? + | — sin® 0 |dtdo ()




Ecuaciones de campo linealizadas

De manera similar al electromagnetismo podemos definir los campos
gravitoelectromagnéticos como:

_ 9 (1 _
V<I>at<2A) B=VxA (7)

Las ecuaciones de campo de Maxwell para el gravitomagnetismo:

V.E = —4nGp v. (;B> —0 8)
a0 (1 1 1 0E 4nG,

La fuerza de Lorentz del gravitoelectromagnetismo a partir de la componente espacial de
la ecuacion geodésica:

F = m(E +2v x B) (10)



Gravitomagnetismo basado en fuerzas inerciales

Un marco de referencia propio de un observador acelerado es definido en (Misner,
Thorne y Wheeler, 1973) de |a siguiente manera: Sea 7 el tiempo propio medido por un
observador acelerado que se mueve en una linea de mundo P = P(r), donde la base
tetradica ortonormal es definido como

éo(T):UN(T) é(,~é/3:ﬁa[3 (11)

con uy(7) = u(7)/c es la cuadrivelocidad normalizada del observador (Hobson,
Efstathiou y Lasenby, 2015), cuya evolucion a lo largo de la linea de mundo esta dado
por

. 2 1
Vaés = O%sé,; Q% = gu[aafﬂ + Eeammu” (12)

donde Q*" es el generador de transformacion infinitesimal de Lorentz (Misner, Thorne
y Wheeler, 1973). El término (2/c*)ula”! es el transporte Fermi-Walker, y  es la
velocidad angular de rotacion de la triada espacial ¢; relativo a la triada transportada
Fermi-Walker. Las componentes espaciales del generador estan dadas por Qij = éik.jﬂk,
(Costa y Natario, 2014). Si Q* = 0 se recupera el tranporte Fermi-Walker, si ademas

a* = 0 se recupera el transporte paralelo.



Congruencia de observadores y componentes de la conexion

El espacio-tiempo puede ser cubierto por un
conjunto de curvas temporales P,(7), donde x
indica el nimero de la curva, y T el tiempo propio
del observador indica la posicién sobre la curva.
Cada curva tiene un vector tangente definido como
ut = dz* /0T, y un vector de desviacion, definido y
como X+ = Jxt /Ox.

Permite definir la proyeccién espacial de la derivada
covariante de u®:

ut

Figura: Congruencia de observadores. Imagen
generada a partir de (Carroll y M., 2004).
af u\o u\ B T A B, a 1 B«
K7 = (h*)*A\(h")";VTu" = VPu® + —u”a® (13) R
c Entonces, los componentes de I'Y; . en un
marco de referencia construido a partir de una

El cual se puede descomponer en su traza 6 congruencia de observadores acelerados son:
(expansion), su parte simétrica libre de traza o, )
(cizalladura), y la parte antisimétrica wqs Igo=0 Ip, =T = S
(vorticidad):

1 1.,
Do = —& e = ~0

1 L . N .
Kaﬁ = K(aﬁ) + K[aﬁ] = 0ap + gehaﬁ + Wap (14) F}o = F?’L = %K'ij F?o =0 (15



Desarrollo de la analogia
Considerando el marco de referencia de una congruencias de observadores acelerados,
se calcula la componente espacial de la ecuacién geodésica de una particula de prueba
que se mueve en el espacio-tiempo con cuadrivelocidad U* y reemplazando 15.

S fra DU~ g fi (T i ti \FrO7Ts | T 7rkiTi
ViU = =t Lo (U°)? + (%, + T4 ) U°07 + 1%, U*07 = 0
DU’ P N A U (TP ONUSPE [ POy
- _ Z QO 0 _ 24t T 068t J 1
- C2(U) +C[U><( +O)'U co]UU 3066JUU (16)

se define el campo gravitoeléctrico y el campo gravitomagnético como (Costa y Natario,
2014):

=_a H=w+Q (17)
entonces en forma vectorial:
DU  U°|0° o 1
— =—|—G+UxH-6";U’¢; - 60U (18)
dr c c 3

se asemeja a la ecuacion de movimiento para una particula en reposo con masa m.,
carga eléctrica e y velocidad u. ubicada en un campo eléctrico E y un campo magnético
B dp/dr = ¢(u’E + u. x B) (Misner, Thorne y Wheeler, 1973; Oliva, 2002)



Formalismo de quasi-Maxwell

Cuando el espacio-tiempo es estacionario, h*,h?, Lygap = 20, + 20h,, = 2K () =0,
es decirque § =0y o, = 0 (Oliva, 2002; Natario, 2007).

by _i
dr ¢

70
UGJarH] (19)
&

Ademas haciendo Qij = of)ij = —%Eijkﬁk y ﬁij = Gijkﬁk entonces K[,]] = —Eijkﬁk/2



Ecuaciones de campo en la analogia de fuerzas inerciales

Electromagnetismo Gravitoelectromagnetismo

Fof 5 = dmJo Ry = 329 (T, — 30,0 T")

V-E=21+H-B V-G =—4rGn(2p+ £T%) + 5G* + JH?
VxB=24G x B+ uje VxH=2G x H— 1670y

No anélogo EM LViG - LGiG+ 552k + Ry = 898 (1T, + Tij)
V-B=-1H-E V-H=-%H-G

VxE=LGxE VxG=0



Gravitomagnetismo basado en tensores de marea

La ecuacion de desvio geodésico para dos particulas que se mueven con cuadrivelocidad
ut en un espacio-tiempo es y la ecuacién de desvio de la linea de mundo para dos
particulas con la misma razén ¢/m que se mueven a una cuadrivelocidad «* en un campo
EM en el espacio tiempo de Minkowski son respectivamente (Costa y Herdeiro, 2006):

D25+ y - D25zH
— = —RF spu”ufox =

Donde las particulas tienen coordenadas z*(7) y x4 (1) = x#(7) + dz*(7), y dz*(7) es el
vector de desviacion. Un observador con cuadrivelocidad «* mide los campos eléctrico y
magnético como E¢ = F*ugy B* = «F*Pug respectivamente, donde
x o = gnvaBE  /(2¢). Los tensores de marea se pueden definir como:

= iV(,F“y(x)ul’éx" (20)
m

Eyy = uﬂv.yFag E. = RMWUAU"

1, 8= Nyo _ 1= A
Byy = uP *VyFop = Zu'ge‘“’agVWFW H,, = *Ruou u® = %e("ﬂMRagwu u?



Descomposicion del tensor de Riemann
El tensor de Riemann se puede escribir en términos de los tensores de marea
gravitoeléctrico y gravitomagnético y de un tercer tensor denotado como F,,,.:

R‘X’B,ﬂ; = %E[“ [y Us) uPl + C%GXKW;’U,,{HX Byl 4 C%GXQBHuHHX [5U~) + C%EQBXTELN»Y(SIFXLUT’LL,{
(21)
donde Fy, = xR+ uyu, = 1e,01€vom RO uu? es conocido como el tensor de Bel
(Costa y Natario, 2014; Gomez-Lobo, 2007) y no tiene analogo electromagnético. Se
puede observar que el tensor de Bel es un tensor simétrico y ademas espacial, es decir
Fuo, =F,.yF,u =F,u” =0, con6 componentes independientes, al igual que el
tensor de marea gravitoeléctrico, mientras que el tensor de marea gravitomagnético tiene
8 componentes independientes. Las 20 componentes independientes del tensor de
Riemann estan descritos por estos tres tensores. El tensor Hodge dual en los dos
primeros indices del tensor de Riemann puede ser calculado contrayendo 21 con 1/2¢,3.¢.

2 1
* Rgg,y(; = cjeggaﬁE[a[,\{u(ﬂU’B] + gesgalgel‘xwuXHﬂﬁua

4 1
+ gu[eHﬁ] [6Uy] — ﬂe“”,ﬂ;uyu[‘glﬁ‘e}u (22)



Ecuaciones campo tensores de marea
A partir de las ecuaciones de campo de Einstein y de las identidades de Bianchi
*R7*.5 = 0, se pueden escribir las ecuaciones de campo GEM:

Electromagnetismo Gravitoelectromagnetismo

FoPg = drJ® Ry, = 852 (T, — 1g,,T%,)

B, = L= E% = 4nGN(2p+ £T%0)

Blag) = 5 * Fagiyt” — B eagoyjou’ Hiag) = — 5% €U’

No analogo EM Fog + B —Fo,h%g = BIGN[IT7 by — T )]
B*, =0 H*, =0

Elap) = %Faﬁ;'yuv Eap =0

No analogo EM Flag =0



Particula de prueba rotante - Ecuaciones Mathisson Papapetrou Dixon

Las ecuaciones de movimiento para una particula
con espin fueron desarrolladas por Mathisson
(Mathisson, 1937), Papapetrou (Papapetrou,
1951) y reformuladas por Dixon (Ehlers y J., 1979),
mediante el desarrollo multipolar del tensor de
momento-energia que describe la particula.

La aproximacion polo-dipolo describe el movimiento °
de una particula con masa m y espin S en un
espacio-tiempo g"”:

Dp* 1 DSHY N /'
— 77R# UVSn)\, — pHy? — oyt -
dr 2 VKA dr p p 2 10 o 10 20
(23)
donde D/dr es la derivada covariante sobre la Figura: Trayectorias de particulas
curva, p* es el cuadrimomento, v* = dz*/dr es el con y sin espin en las métricas de

Schwarzschild y Kerr. Cond. in:
ro = 10, 6o :71'/2, (,230 =0,v0 =0,
a=s=20,9.

vector tangente a la linea de mundo, 7 es el tiempo
propioy R, es el tensor de curvatura de Riemann.



Ecuaciones MPD-GEM

Wald En el limite de campo débil, para velocidades pequefias v < 1 y espin pequefio
S « 1 determind la componente espacial de la fuerza MPD en el espacio tiempo de un
objeto con masa M y momento angular J.

i Du! [ ;
fr=m——=-5R 0k 57" (24)
c r

Comparando la ecuacién 25 con el electromagnetismo, se observa que se asemeja a la
fuerza entre dos dipolos m; y my, donde la fuerza esta dada por Fg,r = —VU,

U = —m; - B y el campo magnético generado por el dipolo ms es

Baip = (po/4m)[3(mz - 7)7 — my]/r®.

De la ecuacién se puede concluir que el momento angular de rotacion (espin) S 6 J es
analogo al momento dipolar magnético m. Ademas se puede ver que en las ecuaciones
MPD existe un acomplamiento entre el espin del cuerpo masivo J y el espin de la
particula S. La ecuacion 25 es la fuerza de gravitacion espin-espin Wald, 1972



Efecto Lense-Thirring:
El potencial vectorial y el campo gravitomagnético
usando para un cuerpo masivo en rotacion son:

GIxr 3GJ-p)f—J
Adpl) =55 B=-Tga
(26)
El torque sobre un giroscopio esta dado por
7 =r x F, donde F es la fuerza de Lorentz
gravitomagnética (GEM):
1 ds
T==-SxXxB=—=Qp7 xS, (27)
dt
3G(J-#)F —J
Q =
LT 2c2r3

Efecto de reloj gravitomagnético:
La diferencia de tiempo que tarda una particula
prégrada y retrégrada (con y sin espin) en dar una
vuelta completa es:

Ara 4ma

1878
Tp-T-=—"% 1.1 ="2_""
4 C mc

. (28)

Efecto Lense-Thirring — Efecto de reloj gravitomagnético

Figura: Efecto Lense-Thirring para una particula
con espin.

Mathisson propuso una interpretacion fisica basada
en el formalismo GEM. En el marco en reposo de la
particula, la fuente central gira alrededor de ella,
generando un campo gravitomagnético.



Ecuaciones MPD-GEM

Fuerza de acoplamiento espin-orbita Considerando una particula que esta en reposo
con respecto a observadores estacionarios u* = (c,0,0,0) , la fuerza espacial sobre un
dipolo y sobre un giroscopio a partir del formalismo quasi-maxwell (Natario, 2007).
~ 1 - 1 1= 1 - 1

ferm =VB-p— 5/1(V~B) — 5E(H-u) fe = §VH~S— §(V~H)S— EG(H-S) (29)
Esta ecuacion extiende la analogia a campos estacionarios fuertes.
La analogia utilizando los tensores de marea entre la fuerza sobre un dipolo y sobre un
giroscopio aparece si se utiliza la condicion suplementaria de espin de Pirani S#*“u, = 0
(Costa y Herdeiro, 2006).

Fpu = B p® Ff = -H,"s" (30)



trabajando...

» Como se comportan los efectos de Lense-Thirring y el efecto de reloj
gravitomagnético en las analogias de campos fuertes.

» Determinacion de los componentes del tensor de marea gravitomagnético y
gravitoeléctrico para la métrica de Kerr y Schwarzschild

Metrica de Schwarzschild Ecuaciones de Kerr:
3GM sin 0 Het = —20au”uf
sin
Hte = _7337~ uru¢ = H9t: Hyp = aa[au¢ _ ut],uG
. _ 3GMsing ., Hyp = —al(a® + r*)u® — au'lu”
=———u'u’ = ,
to c3r & H,p = afau® — u?][(a® + r?)u® — aul]
3G M sin 6 — (a2 2\t by, 0
H,.o = 35“1 wtu® = Hy,, H,¢ a(a® +r9)(u’ — au®)u
er Hgo = aal(a® + r?)u® — aullu”
Hyp = — 3G’]\/§ sin 0 wtuf — Hyy. H, = Hgg =0
c3r

_ . H,,., = 0 para un observador en el plano ecuatorial u? = 0y
iﬂﬁ”__(ft leia(;Jr:);)bservador radial con velocidad angular d¢/dt = ac?/(a? + r2)
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