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Giris
Parcacik fiziginde kullanilan istatistiksel yontemlere genel bir bakis
vapilmistir. istatistikte, olasilikci bir model hakkinda cikarimlar
vapmak icin belirli bir veri o6rnegini kullanmakla ilgileniyoruz,

ornegin, modelin gecerliligini degerlendirmek veya parametrelerinin
degerlerini belirlemek icin.

Istatistiksel cikarima yonelik iki ana yaklasim vardir, bunlara Frekans
vaklasimi ve Bayes vyaklasimi diyebiliriz. Frekans yaklasimi
istatistikte, olasilik tekrarlanabilir bir deneyin sonucunun sinirlayici
frekansi olarak yorumlanir. Bu cercevedeki en onemli araclar,
parametre tahmini, istatistiksel testler ve belirli bir olasilikla bir
parametrenin gercek degerini kapsayacak sekilde olusturulan gliven
araliklaridir. Frekans yaklasimi istatistikte, bir hipotez veya bir
parametrenin degeri icin onceden bir olasilik tanimlanmadigini
vurgulayalim.
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Giris

Bayes yaklasimi istatistikte, olasiligin 6znel yorumu, bir hipoteze
olan kabul (inanma) derecesini 6lgcmek icin kullanilir. Bu, bir
parametrenin gercek degerinin nerede bulunduguna dair bilginizi
yansitan bir olasilik yogunluk fonksiyonunu (p.d.f.) tanimlamaniza
olanak tanir. Bayes yontemleri, genel olarak 06znel olabilen ek
bilgileri dahil etmek icin dogal bir yol saglar; aslinda, 6lcimu
gerceklestirmeden 6nce s6z konusu hipotezler (veya parametreler)
icin onceki olasiliklari, yani parametrelerin degerleri hakkindaki
kabul derecesini gerektirir. Bayes teoremini kullanarak, onceki kabul
derecesi deneyden gelen verilerle gtincellenir.

Bircok cikarim problemi icin, frekans ve Bayes yaklasimlari, farkl
sorulari yanitlamalarina ve olasiigin temelde farkli yorumlarina
dayanmalarina ragmen benzer sayisal degerler verir, Ref. [1]. Ancak
bazi 6zel durumlarda, iki yaklasim farkli sonuclar verebilir.
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Teori © Istatistik © Deney

Teori (model, hipotez): Deney (gozlem):

1
L = — —F, FH*
g ==

+iyDy + h . c.
+y i+ hooc.
+ | D, 17 — V()

+ Olcim aygitinin
tepkisi

= model tahmini
/ Belirsizlik bircok
seviyede dahil olur.

— olasilik ile
nicelenir!
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Hipotez, Olasilik

Bir deneyin tim sonucunun (6lcim kimesinin) x sayilarindan
olusan bir koleksiyon oldugunu varsayalim.

(Basit) bir hipotez, her olasi veri sonucuna bir olasilik atayan bir
kuraldir:

P(x|H) = Hninolasihg

Genellikle bir veya daha fazla belirsiz parametreyle etiketlenen
bir hipotez ailesiyle ugrasinz (bir bilesik hipotez):

P(x|0) = L(6)

Not: \ parametre

bu “olasilik fonksiyonu”

1) Olasilik icin x verisini sabit olarak ele aliyoruz.
2) Olasilik fonksiyonu L(0), 8 icin bir pdf degildir.
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Veri icin Olasilik Fonksiyonu

* Bagimsiz ve 6zdes dagilmis veri

Burada x'in n bagimsiz gézlemini ele alalim: x4, ..., x,,, burada x,
f(x; ©)"yi takip eder. Tum veri 6rnegi icin ortak pdf soyledir:

1=1

Bu durumda olasilik fonksiyonu

L(§) = ﬁ f(mi;g) (x; sabit)
i=1
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Parametre Tahmini

Bir p.d.f’ nin parametreleri onu karakterize eden sabitlerdir,

f(x;0) = le—x/Q burada, 6 hipotezlerin
/‘ \ 0 bir kimesini listeler

degisken parametre
Gozlemlenen degerlerden olusan bir drnegimiz oldugunu
varsayalim : x = (x, ..., X,,)

Parametreleri tahmin etmek icin verilerin bazi islevlerini
bulmak istiyoruz:

6(x) «— ‘sapka’ ile yazilmig tahminci

Bazen x4, ..., X,, in bir fonksiyonu icin ‘tahmin edici’ deriz;
‘tahmin’ belirli bir veri kimesindeki tahmin edicinin degeri icindir.
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Tahmin Edicilerin Ozellikleri

Tum olcumu tekrarlayacak olsaydik, her birinden gelen tahminler
bir pdf'yi takip ederdi:
K en iyi
buyuk /\__ etkilenmis/kosullanmis
varyans

\
\
/ \
£ \
“vl '|I.I
/ I".
.‘)v II\.
/"'I I"\.,

0
Kaguk (veya sifir) dnyargi (sistematik hata) istiyoruz: p = E[0] — 6

)

— tekrarlanan dlcimlerin ortalamasi gercek degere yakin olmalidir.

ve kiicUk bir varyans (istatistiksel hata) istiyoruz: V[4]

— kicuk dnyargi & varyans genel olarak celiskili kriterlerdir.
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Ornek: kararsiz bir parcacigin bozunumu

Birkac istatistiksel yontemi aciklamak icin kullanacagimiz bir
ornek olarak, B mezonu gibi kararsiz bir parcacigin uygun
bozunma suresini dlcmeyi distnelim:

R. Barate et al./ Physics Letters B 492 (2000) 259-274

Kiitlesi mg olan B® mezonunun
bozunma Urilnlerinin ugus
mesafesi d ve momentum p'yi
Olcun.

Bunlar, uygun (proper) bozunma
suresi t, (B® duragan cerceve-
sindeki zaman) ile iliskilidir.

d = viap = Be X v, = p—Btp
mp
mgd
ty = ——
PB
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Uygun bozunma siresi icin ustel pdf

Zaman t'yi asagidaki gibi Ustel bir pdf olarak modelleyebiliriz:

1.0
— 1=1
=2
. 0.8] e
t;7) = —e U7 t>0
M= 20 g,
"-'“ N
rastgele ~ Parametre S04
degisken
0.2
0.0% r

Bu t'nin ortalamasi ve varyansi su sekilde oldugunu gosterebiliriz:

Elt] = /Ooo tf(7)dt =7 Vit] = Et?] — (E[t])? = 7°

o=,V({t)=r1
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Odev: Ustel olarak dagitilmis verilerle
istatistik

Haftanin ilerleyen glinlerinde; —

Deneyin n kez tekrarlandigini
ve su verileri verdigini -
varsayalim: ¢,..., ¢,.

gozlem degerleri

ool LML 1|
1

2 3 4
t

Veri degerlerini kullanarak, ortalama omdur t'yi tahmin edin.
Tahmin icindeki istatistiksel belirsizligi niceleyin.
Ortalama 6mdir icin Ust/alt sinirlari bildirin.
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Maksimum Olasilik Tahmin Ediciler (MLE)

Maksimum olabilirlik tahmin edicilerini veya MLE'leri, olasiligin
maksimum oldugu parametre degerleri olarak tanimliyoruz.

L'yi maksimize etmek, I L
log L'yi maksimize —
etmeye esdegerdir

A

0 = argmax L(6) *
0

Birden fazla maksimuma sahip olabilir (en yuksek olani al).

MLE'lerin herhangi bir 'optimum’' 6zellige sahip olmasi garanti
edilmez (ancak pratikte cok iyidir).
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MLE Ornegi: listel pdf parametresi

Ustel pdf'yi dusiinin, f(t; ) = le—t/T
-
ve diyelim ki verilerimiz var, t1,...,tn
C |
Olasilik fonksiyonlari L(r) =] S ti/T
=17

L(t)'nin maksimum oldugu t degeri ayni zamanda logaritmasinin
(log olasilik fonksiyonunun) maksimum degerini de verir:

NLE) =S Inftnn) =S (m1_3>
=1

i—1 T T
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MLE Ornegi: listel pdf parametresi (2)

Maksimum degerini bulun 9In L(r) =0,
or
1 n
— T = — Z t; o
"i=1 =

o 075
Monte Carlo test icin:

50 deger Uretin

05
7 =1 kullanin:
025 |
ML tahmin ediciyi buluruz:
O 11
7 =1.062 8 A 2 3 4 5
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MLE Ornegi: listel pdf parametresi (3)

Ustel dagilim icin ortalama ve varyans:

E[t]:/ tle—t/m gt =7
0

T

-
1 n
MLE iginbu 7==> "t ve asagidakileri elde ederiz:
;=1
'1 n ] 1 n
E[f]=E|=) ti| == E[tj=7 —> b=E[Ff]-7=0
RS L e
R I 72 r
ViR =V =St ==S v =L — =L
[T] -n; Z- ngg [z] n (oF \/ﬁ
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Tahmin Ediciler Varyansi: MC yontemi

Parametremizi tahmin ettikten sonra simdi onun 'istatistiksel
hatasini’, yani tum 6lcimu bircok kez tekrarlarsak tahminlerin
ne kadar yaygin olarak dagilacagini bildirmemiz gerekiyor.

Bunu yapmanin bir yolu, tium deneyi bir Monte Carlo programiyla
bircok kez simile etmek olacaktir (MC icin ML tahmini kullanin).

Ustel 8rnek icin, tahminlerin

S 150 _
orneklem varyansindan sunu buluruz: J]ﬂ
5 — 0151 |

Tahminlerin dagiliminin yaklasik all J h

o | i
olarak Gauss oldugunu unutmayin — | .
bUyuk 6rneklem limitinde ML icin "o o5 1 15 2
(neredeyse) her zaman dogrudur. i
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Tahmin Edicilerin Varyansi (RCF'den gelen)
Bilgi esitsizligi / Rao-Cramer-Frechet (RCF) esitsizligi, herhangi bir

tahmin edicinin (sadece ML degil) L
: Minimum Varyans
varyansina bir alt sinir koyar:
Sinirt (MVB)

b\ 2 821n L
Vi 2 (1+5,) /E[‘ 902 ] (b= B8] - 6)

Genellikle b dnyargisi kl¢cukttr ve esitlik ya tam olarak gecerlidir
va da iyi bir yaklasimdir (6rn. buyuk veri rnegi siniri). Sonra,

921n L
Vigl~ -1 / F
01 f5 | 0]
Bunu, In L'nin maksimum noktasindaki 2. tirevini kullanarak tahmin

edin: ~ ) (82|nL>1
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Ustel parametreli MLE icin MVB

- 0b 2 O%1n L
- MVB=—-1(1+ — E
Islem V ( +87) / [ 52 ]

Ustel parametre icin MLE’ yi buluruz T=— § t;
n .

ve b = 0 oldugunu gosteririz, boylece 0b/0t = 0.

. 62 In L - 1 Qti
g P12

i—1
2
ve biitin i lerde E[t] = rdir g |2 0L — 1
OT2 T2
. 7_2
ve boylece MVB = = Vit (Burada MLE “verimli”).
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Tahmin edicilerin varyansi: grafiksel yontem

Burada InL(3) y1 maksimumu civarinda acariz:

oln L
00

InL(H)=InL(§)—|—[ L [32'“

]0:5(9_9>+_ 562

M 2
iy ng (0—0)2+. ..

Ik terim InL,.,, ikinci terim sifir, ve Gglincu terim igin
bilgi esitsizligi (esitlik varsayilir) kullanilir:
(0 —6)=

|nL(9)%|anax— —
20‘25

ifadesi, In (9 + 55) ~ In Lmax —

—  0g ahnir, 0 degistirilir,
0 dan itibaren, InL degeri % faktor azalir.
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Grafiksel yontemle varyans ornegi

© 525 . , I
n . . v ~
Ustel ile ML drnegi: 2
_53 ;....:.. : smssmes

T = 1.062

AT_

A7y = 0.165

-
5‘; AT~ A’7’:+ ~ 0.15 0.8 1 1.2 14 16

Q

Sonlu orneklem buayukltgi (n = 50) oldugundan In L'de tam olarak
parabolik degil.

0. Cakir / AU Fizik PFVA'25 Kis Okulu Ders Notlari / istatistik Dersleri 21



N parametre icin bilgi esitsizligi
N parametrenin tahmin edildigini varsayallm 8 = (6,,...,6 )

Fisher bilgi matrisi

P(x|0) dx

2 2
" [8 lnL] :_/8 In P(x|0)

06,00, 00,00
ve tahmin edicilerin kovaryans matrisi : 6 V:zj = COV[éz', ég]

Bilgi esitsizligi matrisin su sekilde oldugunu belirtir:

_ Ob
M;j = Vij — ( ik T aek) Ikzl (513 90 )

pozitif yari tanimli / kesin:
7T Mz > 0 biitiin 7 # 0, diyagonal elemanlar >0
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N parametre icin bilgi esitsizligi (2)

Pratikte esitsizlik “her zaman buyuk 6rneklem sinirinda kullanilir:
bias — 0
esitsizlik — esitlik, yani M = 0, ve boylece V-1 =1

0%1n L
Burada, V-l = —F
=B |
2
Bu ifade ile data’ dan tahmin edilebilir: -1 — _9"InL
i 00,00; |,

V=1 matrisini sayisal olarak (veya otomatik tiirevleme ile) bulun,
ardindan tahmin edicilerin kovaryans matrisini elde etmek igin
tersini alin N P
Vi; = cov[6;,0,]

0. Cakir / AU Fizik PFVA'25 Kis Okulu Ders Notlari / istatistik Dersleri
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iki parametreli ML 6rnegi

Ornek: Bir sacilma acisi dagilimini gdéz éniunde bulundurun, x = cos 0,

1—|—oza:—|—ﬁ:1:2 et '/\ &
2 4+ 23/3 \
q

I\

flz;a,B) =

Degisken deger araligl x,,;, < x < X,.x, NOrmalize edilmes1 gerekir:

I'max

/ f(z;a,8)de=1.
Lmin

Ornek: «=0.5,=0.5, x,,.,, = —0.95, x_.. = 0.95, burada

MCile n=2000 olay Uretin.

In L(a, B) = Zlnf ziia, ) e— Maksimumu sayisal
olarak buluruz
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Iki parametreli ML 6rnegi: fit sonuclar

In L(a, f) ‘nin maksimumu sayisal olarak bulunur:

1

f(x)

a = 0.508
= 0.47

—— Monte Carlo data
- ML fit result

08

X

Not: Uyum icin verilerin gruplara
ayrilmasina gerek yoktur, ancak uyum 04 FIFF-
iyiligi icin histogramla karsilastirma
yapilabilir (6rn. 'gorsel’ veya x2).

— 2 X
(Ko)varyanslar (V1) = _o7Ink i
(997;(99]- J—0
55 = 0.052 cov[a,B] = 0.0026
oz = 0.11 r = .46 = korelasyon katsayisi

O'B—
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iki-parametreli fit: MC calismasi
500 deneme, hepsi n = 2000 olayla ML uyumunu tekrarlayin:

1 T T T 5 T T I

; . a N o | & = 0.499
T R B _ sa = 0.051
all 1 oL - B = 0.498
S 1 't | sy = 0.111

P 0 om o5 om 1 Y0 om 05 om i cov|a, B] = 0.0024

’ ” ro= 0.42
10 T T T
s | ©
5 I 1 Tahminler ~gercek degerlere ortalama;
Pt 1 (K)ovaryanslar 6nceki tahminlere yakin;
2 | - marjinal pdf'ler yaklasik olarak Gauss'tur.
0 1 1 1

0 0.25 05 0.75 1
G
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Varyanslar icin ¢cok parametreli grafiksel yontem

InL(0) ‘nin agilimi yapilir, MLE etrafinda 2" mertebeden:

alnL 1 9°In L
InL(6) ~ In L(6 Z AU 0:) + 5 06,90,

/ / "/
InL,.. sifir Bilgi esit(siz)ligi kullanilarak

MLE'lerin kovaryans matrisiyle
iliskilendirilir.

<9 — 6:)(0; — ;)

| 1 _
Sonug: InL(6) = In Lypax — 5 Z(Oi —0:)V; 10, — 0;)
5]
1

Boylece ylizey InL(0) =In Lyax — 5 asagidakine karsi gelir

0 —6)T'V-10—6)=1, buise bir (hiper-) elips denklemidir.
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Cok parametreli grafiksel yontem (2)

Lo 2p = 2P

gt _ sk

MLE'den tanjant dizlemlere olan uzaklik standart sapmalari verir.

0. Cakir / AU Fizik PFVA'25 Kis Okulu Ders Notlari / istatistik Dersleri
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iki parametre igin In L. — 1/2 konturu

Blyuk nicin, In L maksimum yakininda ikinci dereceden bir form
alir:

In L(Oé,ﬁ) ~ In Lmax
N\ 2 ~\ 2 R A
(oz—oz) +(ﬁ—ﬁ> _2p<a—a> (6—6)
o4 o3 o4 o3

Kontur In L(a, 3) = In Lmax — 1/2 bir elipstir:

1 (oz—&>2_|_ B—0 22p<04—54> B-p 1
(1 —p2) og o3 og o3

1
S 2(1 - p2)

0. Cakir / AU Fizik PFVA'25 Kis Okulu Ders Notlari / istatistik Dersleri



07

06

05

04

03

In L konturundan (k)ovaryanslar

MC verisi icin
a, B diizlemi
- true value —
— ML fit result
\'
—— In L(Oz,ﬁ) = In Lmax — 1/2
0.3 04 05 0.6 07
o

— Konturlara tanjant cizgileri standard sapmalari verir.

— Elips agilar ¢, korelasyonla iligkilidir:  tan2¢ = ————=

0. Cakir / AU Fizik

PFVA'25 Kis Okulu Ders Notlari / istatistik Dersleri
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Frekansci (Frequentist) hipotez testleri

Bir 6lcimin x verisi Urettigini varsayalim; test etmek istedigimiz
bir Hy hipotezi ve alternatif bir H; hipotezi dlistnin
H,, H, burada x icin olasilik belirtir: P(x|H,), P(x|H,)

H, n testi, veri alaninin w kritik bélgesini belirleyerek tanimlanir,
bdylece H,'in dogru oldugu varsayildiginda, oradaki verileri
gozlemlemek icin (kiiciik) bir olasilik a'dan daha fazla bir olasilik olmaz,
yani, P(xew|Hy <a

_ N V- veri uzayi Q2
veri kesikli ise, esitsizlik uygulanir.
Burada a testin onem seviyesi veya
bluyukligu olarak isimlendirilir.
Eger x kritik bolgede gbzlenirse, @
H, red edilir.
\
kritik bolge w
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Bir testin tanimlanmasi (2)

Genel olarak ayni a boyutunu veren sonsuz sayida olasi kritik bolge
vardir.

Kritik bolgenin nereye yerlestirilecegini motive etmek icin alternatif
hipotez H'i kullanin.

Kabaca séylemek gerekirse, H, dogruysa dusuk bir olasilik (a)'nin
bulundugu, ancak H; dogruysa yuksek bir olasiligin bulundugu
kritik bolgeyi yerlestirin:

V S'("\H,,\ s'(*\l‘h) —s» W
\ Powe“ vf‘(k' \’\‘ ,
M (H)
e | -
stze A
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Siniflandirma: istatistiksel bir test

Olaylarin iki olasi tirde oldugunu varsayalim:
s (sinyal) ve b (ardalan / backgr.)
Her olay igin, arka plan olmasi hipotezini test edin, yani Hy = b.

Her biri s veya b tliriinde olan bircok olay Uzerinde test yapin, yani
burada hipotez, olaydan olaya rastgele degisen "gercek sinif
etiketi"dir, bu nedenle buna bir frekansci olasilik atayabiliriz.

Hy,'in "s tlrinde aday olaylar” olarak reddedildigi olaylari segin,
esdeger Parcacik Fizigi terminolojisi:

ardalan verimliligi ey = | f(x|Hp)dx = o
W

sinyal verimliligi: == f(x|H1)dx =1 — 3 = power
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Siniflandirma i¢in bir test ornegi

5
Her olay icin x niceligini dlcebile- —— signal
cegimizi varsayalim, burada 4] — background
3- Xc
f(z]s) =2(1 —x) = W -]
2_
f(33|b) — 4%3 . \
1 a
aralik0<x<1. A«

0 - : :
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
X

Sinyal (s) ve arka plan (b) karissimindaki her olay icin test
Hy: olay b turindedir
W ={x : x £ xc } biciminde kritik bir bolge W kullanilarak, burada

X., istenen a buyukligunde bir test vermek igin segtigimiz bir sabittir.
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Siniflandirma ornegi (2)

Diyelim ki o = 10~ istiyoruz. Ifade edelim:

a=Plx < x.|b) = /xcf(az|b)dx= — ==x
0

ve boylece Lo = o/t =0.1

Bu test icin (yani bu kritik bolge W), sinyal hipotezine (s) gore
glc sudur:

P(x < x.ls) = / f(z|s)de = 2zc — 22 = 0.19
0

Not: Optimal buyuklik ve glc, daha sonraki analizin hedeflerine
bagli olacak ayri bir sorudur.
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Siniflandirma ornegi (3)

Bir olayin s veya b tipinde olma olasiliginin 6n olasiliklari
soyle olsun:

7, = 0.001
7, = 0.999

Secilen sinyal orneginin “safligi” (b hipotezinin reddedildigi
olaylar) Bayes teoremi kullanilarak bulunur:

P(x < xc|s)ms
P(s|z < z.) = =
(8l2 < ) P(x < xcls)ms + P(x < xc|b)m,

= (0.655

O. Cakir / AU Fizik PFVA'25 Kis Okulu Ders Notlar1 / Istatistik Dersleri 36



Onem/uyum iyiliginin test edilmesi

Varsayalim ki hipotez H, x = (x,,...x,) gozlem kiimesi i¢in

pdf A(x|H)'y1 Ongoruyor.

Bu uzayda tek bir nokta gozlemliyoruz: x,,..

Veriler ile H 0&ngodrileri arasindaki uyumluluk duzeyini nasil

Olcebiliriz?

Veri alaninin hangi
kisminin H ile X,
noktasindan daha esit
veya daha az uyumlulugu

temsil ettigine karar verin.
(tek degil!)

0. Cakir / AU Fizik

Xobs
w- = {x:Xx “daha
\ uyumlu” H ile}

w. = {x:x “daha az
veya esdeger uyumlu”
Hile}
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p-degerleri
Veriler ile hipotez arasindaki uyumluluk duizeyini (bazen
‘uyum iyiligi’) H icin p degerini vererek ifade edin:

p = P(x € w<(Xobs)| H)

= H varsayimi altinda, elde ettigimiz verilere gore H ile esit
veya daha az uyumlu verileri gbézlemleme olasiligi.
H varsayimi altinda, elde ettigimiz verilerle H arasinda

en az ayni veya daha fazla uyumsuzluk gézlemleme
olasiligl.

Temel fikir: daha iyi olmayan (veya esit olan) uyumluluga sahip veri
bulma olasiligi cok dustkse, H "veriler tarafindan tercih edilmez".

Eger p degeri kullanici tarafindan tanimlanan bir esik a'nin
(0rnegin 0,05) altindaysa, H reddedilir (daha 6nce goruldugi gibi a
buyukligindeki hipotez testine esdegerdir).
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H’ nin p-degeri P(H) degildir
H'nin p degeri H'nin dogru olma olasiligi degildir!

Frekanscl istatistiklerde P(H) hakkinda konusmayiz (H tekrarlanabilir
bir gozlemi temsil etmedigi stirece).

Eger P(H)'yi tanimlarsak, ornegin Bayes istatistiklerinde bir inan¢
derecesi olarak, o zaman elde etmek icin Bayes teoremini
kullanmamiz gerekir

P(Z|H)rw(H)
[P(2Z|H)r(H)dH

P(H|Z) =

burada mt(H), H icin on olasiliktir.

Simdilik frekansci yaklasima bagli kalin;
sonu¢ p-degeridir, ne yazik ki P(H) olarak
yanlis da yorumlanabilir.
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Poisson sayma deneyi
Bir sayma deneyi yaptigimizi ve n tane olay gézledigimizi varsayalim.

* olaylar sinyal slirecinden veya arka plandan kaynaklanabilir
* biz sadece toplam sayiyi sayiyoruz.

Poisson model:

b mn
P(n|s,b) = (s +| ) e~ (s10)
n!
s = ortalama (yani, beklenen) # sinyal olaylari

b = ortalama # ardalan olaylari

Amac s hakkinda ¢cikarim yapmaktir, 6rnegin:

*test s =0 (red H, = “sinyal stirecinin kesfi”)
* test batun sifir-olmayan s (degerler red degil = guvenilirlik araligi)

Her iki durumda ilgili alternatif hipotezin ne oldugunu sormak gerekir.
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Poisson sayma deneyi: kesif p-degeri (value)

Varsayalim b = 0.5 (bilinen), ve gézlem n = 5.
Yeni bir kesif icin kanit talep etmeli miyiz?

Hipotez s = 0 icin p degerini verin:

p-value = P(n>5;b=0.5,s=0)
= 1.7x107% # P(s = 0)!
<
© 06
o
0.4
5 Prob(n=5)
=1.7x10"
02
0 . I 1
0 1 2 4 5 6 7 8
(n)=05 Nops = D
0. Cakir / AU Fizik
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p-degerinden 6nem

Genellikle Z 6nemini, bir Gauss degiskeninin ayni p degerini
vermek icin bir yonde dalgalanacagi standart sapma sayisi
olarak tanimlariz.

AN

o© 1 __$2/2
= | — de =1—®(Z
p /Zme v (2)

—1
= x (1-p)
in ROOT: in python (scipy.stats):
p = 1 - TMath: :Freq(Z) P =1 - norm.cdf(Z) = norm.sf(Z)
Z = TMath: :NormQuantile (1-p) Z = norm.ppf(1-p)

Sonuc Z bir "sigma sayisi'dir. Bunun orijinal verinin Gauss dagilimina
sahip oldugu anlamina gelmedigini unutmayin!
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Poisson sayma deneyi: kesif onemi
Burada p = 1.7 X 10~*icin esdeger 5nem Z =®&"1(1—p)=23.6
Z > 5 ise genellikle kesif iddia edilir (p <2.9 X 1077, bir “5-sigma etkisi”)

6

Aslinda bu gelenegin yeniden
""""""" \ gdzden gecirilmesi gerekir: p-
aF Z=50 1 degeri, yalnizca arka plani

5 varsayarak sinyal benzeri bir

dalgalanmanin olasiligini 6lgcmek
. icin tasarlanmistir; 6rnegin, gizli
/ p=29x107 sistematik, makul sinyal modeli,
- verilerin sinyalle uyumlulugu,
N "baska yere bakma etkisi"
10° 0% 10" 107 1 (~coklu test) vb. gibi durumlari
p-value kapsamak icin tasarlanmamistir.
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Bir testi tersine cevirerek gliven araligi bulma

Bir parametrenin ‘nokta tahminine’ ek olarak, istatistiksel
belirsizligini yansitan bir aralik bildirmeliyiz.

Bir parametre O icin guiven araliklari, varsayilan deger 0'nin bir

testini tanimlayarak bulunabilir (bunu tim 6 icin yapin):
0 tarafindan 'dezavantajli' olan verilerin degerlerini belirtin

(kritik bolge) boylece P(kritik bolgedeki veriler|0) < a
onceden belirlenmis bir a icin, 6rnegin 0,05 veya 0, 1.
Veriler kritik bolgede gbzlemlenirse, 6 degerini reddedin.
Simdi testi tersine cevirerek bir gliven araligi tanimlayalim:
a buyukltglndeki bir testte reddedilmeyen 6 degerleri kimesi
(guven dlizeyi (CL) 1- a'dir).
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Glven araligi ile p degeri arasindaki iliski

Esdeger olarak, her varsayilan O degeri icin bir anlamlilik testi
distnebiliriz ve bu da bir p-degeri olan pg ile sonuglanir.

eger p, < a, 0 zaman 60 red edilir.

CL = 1 — a'daki guven araligi, reddedilmeyen O degerlerinden
olusur. Ornegin, 8'deki bir st sinir, pg > o olan en buyuk degerdir.

Pratikte pg = a koyarak bulun ve 0 i¢in ¢ozun.
Cok boyutlu bir parametre uzayir 0 = (0,,... 8y) icin ayni fikri

kullanin — sonug, sinirt pg = a tarafindan belirlenen bir glven
"bolgesi'dir.
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Guven araliginin kapsam olasiligi

O'nin gercek degeri reddedilirse, o zaman guven araliginda degildir.
Bunun olasiligi, yapilandirmaya goredir (strekli veriler icin esitlik):

P(red 8| 6) < a = tip-I hata orani

Bu nedenle, araligin B'yi icermesi veya "ortmesi" olasiligi sudur:
P(guvenilirlik araligr “kapsar” 816) > 1 — o

Bu, dikkate alinan O degerleri kiimesinin gercek degeri icerdigini,

yani bilesik hipotez P(x|H,0) oldugunu varsayar.
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Poisson parametresi Uzerine frekansg¢i st limit

n ~ Poisson(s + b) gozlemleme durumunu tekrar disinun.
Varsayalim ki b = 4,5, nobs = 5.

Burada s'nin %95 CL'deki Ust sinirint bulun.

llgili alternatif s = 0'dir (diistik n'deki kritik bolge)
Varsayimsal s'nin p degeri P(n < nobs; s, b)’dir

CL = 1'deki st sinir — a'dan bulunur

Nobs :
(Sup +0)" _ b
=P < os;uqb: (sup+b)
! (n < Nobs; Sups D) nEZO — e
1
Sup = §FX2 (1 — 2(nobs T 1)) —b

1
51?)(31(0.95; 2(5+1)) — 4.5 =6.0
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n ~ Poisson(s+b): s lizerine frekansci ust limit

n'nin dasuk dalgalanmasi icin formdl, s,, icin negatif sonug
verebilir; yani gliven araligi bostur; s 2 0'in tim degerleri p, < a'dir.

—
N

95%)

—
-

6 events observed

oo

sy (CL
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Parametre uzayinin sinirina yakin limitler
Varsayim, ornegin, b = 2.5 ve gozlem n = 0.

Eger CL= 0.9 segersek, s, 1¢in asagidaki sonucu buluruz
sup = —0.197 (CL = 0.90)

Fizikci:
Baslamadan once s = 0 oldugunu biliyorduk; pahali deneyin
sonucunu bildirmek icin negatif Gst sinir kullanamayiz!
Istatistikci:
Aralik, gercek degeri yalnizca %90 oraninda kapsayacak sekilde
tasarlanmistir — bu acikca béyle zamanlardan biri degildi.

Cok az deneysel duyarhliga sahip olunan parametre degerlerinin
(0rnegin cok kicik s) test edilmesi sirasinda karsilasilan nadir bir
ikilem degildir.
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s=0 icin beklenen limit
Fizikgi yorumu: CL = 0.95 kullanmaliyim — sonra s, = 0.496
Daha iyisi: CL=0.917923 icin s, = 10~* aliriz !

Gergeklik kontrolt: b = 2,5 ile, n'deki tipik Poisson dalgalanmasi
en azindan V(2,5) = 1,6'dir. Sinir nasil bu kadar dusuk olabilir?

Sinyal yok hipotezi icin i
ortalama limite bakin (s = 0)

(duyarhlik).
b=25,s=0ile B
%95 CL sinirlarinin dagihmi.  _—" - N
Ortalama Ust sinir = 4,44 L .ngu -
Sup
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Ekler
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Olasilik fonksiyonundan yaklasik gliven
araliklari/bolgeleri

Parametre degerini (degerlerini) 8 = (84, ..., 6,,) oranini
kullanarak test ettigimizi varsayalim

\(6) = igz; 0<\B) <1

Daha dusuk A(B), veriler ile varsayilan 06 arasindaki daha kot
uyum anlamina gelir. Esdeger olarak, genellikle sunu tanimlar:

te = —2In \(6)

Daha yuksek ty, O ile veriler arasindaki uyumun daha kot oldugu
anlamina gelir.

O'nin p degeri bu nedenle, pg = / f(tg|@)dtg
tO,obs \
pdf ihtiyaci
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Guven bolgesi

Wilk teoremi (buyuk orneklem limitinde ve belirli kosullar
saglandiginda...) ifade eder.

ki-kare dagilimi #d.o.f. =

2
f(te]0) ~ Xz #bilesenler = (6., ..., 0,).

Bunun gecerli oldugunu varsayarsak, p degeri su sekildedir:

pe =1— FX% (to) «— o ya esitlenir

Guven bdlgesinin sinirini bulmak igin pg = a'y1 ayarlayin ve
tg'y1 ¢6zilin:
tg — F_21(1 — C}:)

ve bunu hatirlayin tg = —21In L(QA)
L(6)
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Giiven bolgesi (devam)
Burada 0 uzayindaki guven bolgesinin siniri sudur:
InL(6) = InL(0) — $F' (1 — a)
Ornegin, 1 — a = %68,3 ve n = 1 parametresi icin,

F'(0.683) =1
X1

ve boylece %68,3 guven araligi su sekilde belirlenir:

In L(6) = In L(6) _%

Tahmincinin standart sapmasini bulma tarifiyle aynidir, yani,
[9 — 0y, 6+ o;]  %68,3 CL gliven araligidir.
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In L(0) araligindan bir 6rnek

n=1 parametresii¢cin CL=0,683, Q, = 1.

Ustel 8rnegimiz, artik
yalnizca n =5 olay ile.

log L(1)

ML tahminini

In L., — 1/2'den yaklasik
gluven araligiyla "asimetrik
hata cubugu" olarak
raporlayabiliriz:

45
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Cok parametreli durum

Parametre sayisinin artmasiyla, CL = 1 — a, verilen bir gliven
bolgesi tarafindan belirlenen deger icin azalir.

Qa=Fg' (1-a)

1 —«
Qa n=1 n=2 n=3 n=:

1.0 | 0.683 0.393 0.199  0.090 0:
2.0 | 0.843 0.632 0428 0.264 0.151
4.0 |1 0.954 0865 0.739 0594 0.451
9.0 | 0.997 0.989 0971 0.939 0.891

-

-
~
-1 It

—
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Cok parametreli durum (devam)

Esdeger olarak, Q,, verilen bir CL=1—aicin n ile artar.

, Oa

l—a n=1 n=2 n=3 n=4 n=>5H
0.683 | 1.00 2.30 3.593 4.72 2.89
0.90 2.71 4.61 6.25 7.78 9.24
0.95 3.84 2.99 7.82 9.49 11.1
0.99 6.63 9.21 11.3 13.3 15.1
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W'vyi nereye uygulayacagimiz belli mi?

1930'larda alternatif hipotezin roli konusunda buiyutk tartismalar
vardi. Fisher, bir alternatife atifta bulunmadan bir hipotez H,'in test
edilebilecegini savundu.

Ornegin, Hy'iIn x'in (pozitif oldugunu varsayalim) genellikle disik
¢ikacagini 6ngordugunu varsayalim. Yuksek x degerleri H, i¢cin daha
az karakteristiktir, bu nedenle yuksek bir deger gozlemlenirse H;'
reddetmeliyiz, yani W'yi ylksek x’e uygulamaliyiz:

g-L'%[Ho\'Q W

Burada x
/ gorursek,

H,1 red ederiz.

\ —_—

X
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W'yi nereye uygulayacagimiz belirgin degil mi?

Durum: Hy'a iliskin tek gecerli alternatif asagidaki gibi H ise
. ‘)/ SR

SL#\ “-;)

2

- X

'\w
Burada yuksek x, Hy'in daha karakteristik 6zelligidir ve H,'den
bekledigimiz gibi degildir. Bu ylizden W'yi disuk x'e koymak daha
iyidir. Neyman ve Pearson, "H,'in daha az karakteristik 6zelligi"nin
yalnizca "ilgili bazi alternatif H,'in daha fazla karakteristik 6zelligi"
anlamina geldigi zaman iyi tanimlandigini savunmustur.
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Tip-1, Tip-Il hatalar

H, hipotezini dogru oldugunda reddetmek Tip-I hatasidir.
Bunun icin maksimum olasilik testin boyutudur:

Ancak H, yanlis oldugunda ve alternatif H; dogru oldugunda da
kabul edebiliriz. Buna Tip Il hatasi denir ve olasilikla gerceklesir

PxeS-W|H )=/
Bir eksi bu ifade, testin alternatif H,'e gore gicu olarak adlandirilir:

Gii¢ (power) = / —f3
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p-degerinin dagilimi

p-degeri, verilerin bir fonksiyonudur ve dolayisiyla kendisi de belirli
bir dagilima sahip rastgele bir degiskendir.

H'nin p-degerinin bir test istatistigi t(x)'ten su sekilde bulundugunu
varsayalim:

PH = / f(t'|H)dt’
Ji

H varsayimi altinda p,'in pdf'si

f(tlH) _ f(t|H)

gpa|H) = =3 — <pm <1
(P |H) Opr /Ot f(t|H) ( )
H
Genel olarak surekli veriler igin, gl
H varsayimi altinda py ~ Uniform[0,1] / - 8(pylH)
'dir ve bazi (genis) alternatif siniflar
icin sifira dogru yogunlasir. 0 \ | PH
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HO testini tanimlamak i¢in bir p degeri kullanma

Bir hipotez H, varsayimi altinda, onun p-degeri p,'in [0,1]'de
dizgln bir dagilhim izledigi gosterilebilir.

Yani p,'l verilen a'dan daha az (?Lfo\ﬂ.) |
bulma olasiligi sudur: \

A
P(po < alHp) = a %

P \

f.

Yani a buyukligundeki bir H, testinin kritik bdlgesini, p, < a olan
veri alani kimesi olarak tanimlayabiliriz.

Formal p degeri yalnizca H, ile ilgilidir, ancak ortaya ¢ikan test,

belirli bir alternatif H;'e gore belirli bir glice (power) sahip
olacaktir.
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